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)iese Uebersicht bildet im Original den Anhang z 
chsten Ausgabe von Lacroix’s Traite elemetitaire « 
lent differentiel et integral . Sie giebt die Theorie d 
iptischen Funktionen bis ausschliesslich zum Transfc 
itionsproblem in sehr klarer, kurzer, ubersichtlicher m 
ofacher Weise, und mochte sie deshalb als besonde 
eignet fur Solche erscheinen, welche das Studium d 
iptischen Funktionen beginnen wollen. ’Die Keichhalti 
it der Resultate, die sinnreiche Form der Entwickelu 
Ld namentlich die vielfachen Andeutungen und Aussichl 
tnkte auf Theorien, die sich an den Gegenstand dies 
bersicltt anknupfen, werden auch das Interesse Dc 
nigen erregen, welche bereits mit den elliptischen Fun 
men vertraut sind. So z. B. kann wohl auf die Seite 
s 24 gegebene Reihenentwickelung mit unbestimmt 
Defficienten Lingewiesen werden, welche nicht allein : 
ache selbst vielfache Anwendung findet, sondern au 
B. fur die Darstellung des Transformationsproblems u: 
jrwandter Theorien von grosser Wichtigkeit erscheii 
wie auf die kurze, die Funktionen mit vielfacher Peri 
citat betreffende Notiz. 

Der Uebersetzer glaubte dureh die besondere Ueb( 
agung dieser Uebersicht dem deutschen Leser urn 
ehr einen Dienst zu erweisen, als in dem gedacht 
lementarbuche dieselbe wohl nicht ganz an ihrer Ste 
scheinen mochte* Es durffce wohl namlich jetzt allgeme 
lerkannt sein, dass sich eine strenge und vollstandi 
handlung der- elliptischen Funktionen nicht ohne £ 
isse von Cauchy herruhrende Satze uber die zwisch 
>mplexen Grenzen genommenen Integrale geben las 


?esiduencalculs vom Verfasser vorausgesetzt worden, ohr 
lass jedoeh in der betreffenden Ausgabe von Lacroix 
^elirbucbe clieselben hinzugefugt sind, was um so mehr z 
>eklagen ist, als diese Betrachtungen auch far andei 
Iweeke wichtig sind imd recht eigentlich in ein solche 
Slementarbuch gehoren. Der Uebersetzer hat sich dah( 
eranlasst gesehen, diese Lueke in einem hinzugefugte 
knhange auszufullen, und glaubt dadurch Denjenigei 
relehe sich des Buehes zum ersten Studium bediene 
roilen, einen Dienst geleistet zu haben; dass er daran de 
roUstandigkeit wegen einige Entwickelungen gekniipft, di 
icht unmittelbar im Buche Anwendung finden, wird wol 
ueh Verzeihung finden. 

In wie weit diese Darstellung eine selbststandige is 
tnd in wie weit' man sich hierbei an Briot und Bouquet 
r taM des fonctions doublement periodiques angeschlosse 
i&t, wird der Kundige leicht ersehen, Dass im Anhang 
mch die Verwandlung der Integrate, welche eine Wurzs 
ier ten Grades enthalten, auf die Form der elliptische 
ntegrale gegeben wurde, welche im Buche selbst, als da 
rransfomationsproblem beriihrend, nicht enthalten isi 
echtfertigt sich daraus, dass diese Verwandlung selbs 
mi den einfacheren Anwendungen der elliptischen Funk 
ionen nothwendig ist Abgesehen von diesem Anhang 
at man sich auf eine moglichst treue Uebersetzung um 
^erbesserung mehrerer Druckfehler beschrankt. 


Ber Uebersetzer. 
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Einleitung. 


lekarmtlich giebt man den Namen: algebraische Funktion, jed 
Bezng auf eine Variable ganzen Polynom, den Quotienten sold 
lynome und den Wurzeln von Gleiclmngen, deren erstes Glied 
zug auf die Unbekannte und die Variable eine gauze Funkti 
. Alle Funktionen, welche durcb diese Definition, an welche ^ 
ir erinnert haben, nicht bestimmt sind, nennt man Transcendent 
B. Exponentialgrossen und Logarithmen, Sinus, Cosinus, Tj 
te eines Kreisbogens, oder die arcus sinus, arcus tangens u. s. 

Diejenigen Funktionen von Funktionen, welche man durch al, 
aische Combinationen aus diesen obengen&nnten Transcendenl 
ralt, sind offenbar ebenfalls transcendente Funktionen, und n 
:ht so ein, dass man deren Anzahl nfs Unendliche vermehi 
nnte, freilich ohne alien Nutzen. Aber wenn man das Feld < 
gebra verlasst und die Integralrechnung betrachtet, so gerath n 
f naturliehem Wege und ganz von selbst auf eine wabrhaft fruc 
re Quelle von unendlich viel neuen Funktionen, die wesentl 
n einander verschieden sind, jede fur sicb eigenthiimliche ana 
che Eigenschaften, ausserdem aber gemeinsehaftliche Cbarakt 
sitzen, vermoge deren sie sich in grosse Kategorien bring 
isen, und deren tieferes Studium einer d'er interessantesten Geg 


sten und elementarsfen Grossen smd, Mach den 1 jO| 
Kreisbogen kommen die elliptiscben Funktionen, die 

/ dx 

I — - j/ j[~" x t s * c ^ er £ 

offiien eioe Reihe neuer Funktionen und stellen von 
sagen das erste Glied dar. Ihnen ist dieser Abriss g 
wir werden zunaehst versnchen, von ihnen eine v 
schanung zu geben, indem wir ihre hervortretendsten 
skizziren. 


Gemeinschaftliche Eigenschaften der trigonometrisch 
und elliplischen Funktionen. 

Indem wir so eben an die Definition der algebraischen Fui 
nen erinnerten, sagten wir, dass sie einerseits die rationa 
lynome und Briiche, andererseits die Wurzeln der Gleichung 
(y,x) = 0 in sieh schlossen, deren erstes Glied ganz und ratio 
in Bezug auf die Variable x mid die Unbekaimte v. 1m ers 
,11 haben die Funktionen nur einen einzigen Werth fiir jec 
dlen Oder imaginaren Werth von x, wiihrend sie im letztern 
de Werthe darbieten, als der Grad der Gleichung, welche 
finirt und die wir als irreducibel annehmen, Einheiten hat. j 
nlieher Untersehied findet zwischen den einfachcn Transcend 
1 sin x, cos x, tang x und arc sin x, arc cos x, arc taiu 
itt• die Erstern gleichen den rationalen Polynomen und Briich 
sie nur auf eine einzige Art bestimmt werden kbnnen, die L( 
:n dagegen las sen unendlich vicl Werthe zu, und in dieser ] 
ihung kommen sie mit den Wurzeln einer Gleichung von une 
h hohem Grade uberein. * Ebenso verkiilt es sich offenbar mit 
[ponentialgrosse e x , und mit dem Logarithms, den man als du 
3 transcendente Gleichung (Gleichung von unendlich hohem Gra 
= x definirt sich vorstellen kann. Diese Beziehung, welche s 
f den ersten Blick darbietet, wird dutch folgende Bemerkun^ 
statigt und erganzt. Fiir jeden reellen oder imaginaren We 
r Variable hat man: 

^ x x 2 x 3 

e x = 1 HI—j Hh* g Hh* ^— 9 ~^—k * * • 

X 3 x 5 x” 

sin x •— x I'"" ^ 2 ^ ^ ^ ^ 2 ^ ^ ^ ^ 2 • 


!g 0 + s ) = x — l2' + '3' — 7 + ' ' ■ 

s 3 1.3x 5 1.3.5x 7 

arc sin + ^ + • • 

X 3 X 5 X 7 

arc tg x = x — 3"”*™5 -* 7 " + • • • 

nnr einen Sinn, so lange die Variable kleiner als Eins 
annahernde Identitat mit Polynomen ist nur in einem 
Umfange moglieh. Endlich kann man — und dies if 
punkt — aus einem gegebenen Werthe, sei es der 
grosse oder der trigonometriscben Funktionen, anf algel 
selbst rationalem "VVege imendlich viel an der e Wer 
So bereehnet man in der ebenen Trigonometric, inc 
dem Bogen, welcber 10“ enthalt, ausgebt, alle Wert] 
des Cosinus nod der Tangente, welcbe in den Tafeln e 
dies ist eine ebenso merkwiirdige als wiclitige Eiger 
Fnnktionen, und sie ergiebt sich aus den Beziebungen 
e x+ y = e x e? 


sin (x +j) = sin x-eos y -f- sin y cos x 
cos (x -f- v) = cos x cos y — sin x sin y 

tg (x + y) = -&£±^L, 

^ y) 1 — tg x tg y 

deren zweite Glieder auf algebraischem Wege aus Fi 
den Argnmenten x und y zusammengesetzt sind. 

Die* namlichen Eigenscbafiten linden wir in der 
Fnnktionen, von welclien sie die wesentlichsten Charj 
und wir konnen, indem wir das eben Gegebene zus 
von den neuen Funktionen-sagen: „Sie sind einform 
eine einzige Art zu bestimmende Fnnktionen, ration! 
analog, an die sie sich bis auf jede beliebige Grenze i 
beliebigen Umfange des Werthes der Variablen anns 
ausserdem sind die Funktionen einer Summe zweier 


und y algebraisch durch die Funktionen des Argument 
Argumentes y ausdriickbar.“ So wie endlich der* Expo 


Ui '- l c> <l *' lA “ v v WJLLl v 1C1 bCil VJlitUC i&Lj UUU U 

3 se Integrale unendlich vieldeutig sind! 


B. Ueber die Periodicitiit der trigonometrischen and 
elliptischen Funktionen. 

Diese wiehtige Eigenschaft zeigt ganz besonders den Uni 
.lied, welcher die Funktionen, ihrer Natur naeli, von den rationa 
jebraischen Funktionen trennt, mit denen wir sie so eben \ 
chen baben, und driickt ihnen gewissermassen den augensclu 
hsten Charakter transcendenter Funktionen auf. Durch i 
riodicitat iibrigens sind sinus und cosinus fur fast alle Fragen 
lalysis so wichtig, von denjenigen Untersuehungen an, welclie 
straktcn Eigenschaften ganzer Zablen betreffen, bis zu den l 
ndungen der Analysis in der Physik und Astronomic. Von dies 
jsichtspunkte aus ist es besonders interessant, das erste Glied 
r langen Reihe der neuen Transcendenten zu untersuchen, wele] 
h an die trigonometrischen Funktionen, die ja lange Zeit all 
kannt waren, unrmttelbar anschliesst. Im Beginn ihrer Unt 
shung machten Abel und Jakobi gleichzeitig die grosse E 
ckung, dass die elliptischen Funktionen 2 Perioden haben, ei 
i man immer als reell annehmen kann, und eine, die nothwen 
aginar ist. J akobi hat ausserdem bewiesen, dass eine eindeut 
tnktion einer Variablen nicht mehr als 2 Perioden haben ka 
d nach ihm hat Liouville, indem er die Theorie der dopj: 
riodischen Funktionen in ihrer ganzen Allgemeinheit behande] 
zeigt, dass sie sieh immer auf elliptiscbe Funktionen zuriickfuln 
:sen, und so die Vermuthung Jakobi’s ausser alien Zweifel , 
;llt, dass diese Funktionen Alles in sich fassen, was die Analj 
Bezug auf die genannte Periodicitat in ihrem weitesten Sii 


I. Satz von Jakobi. 


Sind a und b zwei Grossen, deren Verhaltniss reell und i 

3 inmciibiirabel 1st, so weiss man ans der Theorie der Kettenbriicl 

a . m 

ass man si eh an durch unendlich viel rationale Briiche — a 
b n 

ihern kann, derart, dass immer die Bedingung erfiillt wird: 

a m s 

b n n 2 

o e kleiner als Eins ist. Hieraus folgt: 

cb 

na — mb = —„ 
n 

her cine Funktion, welche die Perioden a und b hat, bleibt u 
jritndert, wemi man der Variablen eine Summe von ganzen Vi< 
,ehen dieser Grossen hinzufiigt, also na — mb. Da man n 

a 

:’Oss, als man will, nehraen kann (weil sonst g nicht irrational war< 


kann die neue Periode na — mb = 


ab 

n 


kleiner als jede gegebe: 


rosse gedaclit werden, und es ist somit klar, dass es keine dopp< 
:riodische Funktion geben kann, wo das Verhaltniss der Period < 
;ell und ineommensurabel ist. 

Auf denselben Schluss, d. h. auf eine unendlieli klcine Period 
ier vitdmehr eine solche, deren Modul unendlich klein ist, gcrathi 
ir. wenn wir 3 imaginare Perioden annehmen: 

a == a -J- «' -1 

b = j3 -f- ji‘ J/—1 

c = T + f ]/— 1 

an kann namlich unendlich viel ganze Zahlen m n p fin den, derai 
iss def Modul von am -f- bn -f- cp kleiner als jede gegebene Grosi 
L Eetr&chten wir zu dem Ende die ternare quadratische Form: 


se Werthe durch m n p bezeichnet, sich ergiebt: 

(am+ ( ?n+^p) 4 +(a , m+ ( 5'n+/p) 1 + ^ < V^2~i 
o um so mehr 

(am4"/3n4'7p) 2 4“(a / m4“/j , n44 / p) 2 2-1 

,nn man also auch nicht gleichzeitig setzen: 

am 4/3n 4 yp = o, 
a'm-f-^n-f-^p = o, 
h. am 4 bn 4 cp = o, 

h. sind a b c 3 wirklich verschiedene Perioden, so sieht n 
eh, dass mit wachsendem 2 d so klein werden kann, als n 
11, nnd dass man atif Perioden kommt, deren Modul, wie wir ol 
sagt haben, in’s Unendliche abnimmt. Indess haben wir an 
men, dass die Determinante der quadratischen Form nicht F 
. Aber in diesem besondern Fall betrachtet man statt der 1 
ren die binare Form: 

(ax-f- j3y) 2 4 * (a'x 4 * /3'y ) 2 4 * jy 
ter der Bedingung, dass a/3 J — /3cc'= 0 ist, die Determinante 

Q? —(£* 

nn: - p -, und wird niemals verschwinden konnen. Nehn 

r nun an, dass fur x = m, y = n ein Minimum eintrate, so ts 
in: 

(am4/3n) 2 4(a'm 4 t 3 l n) 2 4- ^ < |/' a 
id um so mehr 

(am-H/fti) 2 Hh(a'm< j/ 

an kann also wie oben schliessen, und gelangt zu einer Peri 
i 4 bn, deren Modul beliebig klein ist. Dieser besondere 1 
; ubrigens in dem, welchen wir zuerst betrachtet haben, mit i 
>schlossen, deun die Bedingung aj3‘ — j3a' = 0 driickt aus, d 

.. a 4 a' V —1 a „ . . 


ahrend in rem anaiytiscner JBezienung, z. jd. wenn man ais jue 
ition die Reihen annimmt: 

x 3 f x 5 

sin x = x — 2 g "g 2 3 4 5 * * • ♦ 


coss —1 1.2 1 . 2 . 3.4 •••• 

iese wichtige Eigenscbaft viel versteckter ist. 

Nicht anders ist es in Betracht der Exponentialgrosse, die s 

/ x \ m 

renze eines ganzen Polynoms f 1 4 -j oder als eine Rel 


X X 3 

4 -~y 4 - j-g 4 - § 3 4” • • • betrachtet werden kann. Indess h 

tan for die trigon ometrischen Funktionen noch andere Ausdriiefc 
ro der periodische Charakter ebenso nnmittelbar erscheint, wie 
er Geometrie, und die zu untersucken nm so interessanter ist, £ 
e dnreh eine leichte Verallgemeinerung ganz von selbst auf Fun 
ouen einer hohern Ordnnng fiihren, welcbe 2 verschiedene Period 
aben. Als erstes Beispiel nehmen wir die Entwickelung in ein u 
ndliches Produkt: 

d»=- 

( 1 + t )( 1 + + 

r elcbe man fiir unendlicbes m als die Grenze folgenden Polynoi 
etrachten kann: 



(*■ 




14- 




S- 

3 - 


Ian siebt aber sogleicb, dass: 

= — jo(x) 


m 4-l4-x 


71 COt 7TX =-h 0 . 

x x—1 x—2 x—3 

1 1 1 

x 1 x-f-2 x-h3 “*~ * ' * * 

tzt man x-f-1 statt x, so wird das 2. Glied: 

111 1 

^+T + I + 1=1 + i=2 *** • • • 

1 1 1 

7^3ITi + • ■ ■’ 

d reprodueirt sieb daber, denn die Partialbriicbe baben nur ihi 
atz geandert, indem jeder um eine Stelle vorriickt. Durch e 
cbte Verallgemeinerung erbalt man die folgende Art eine Fnnkt 
szudriieken, welcbe eine beliebige Periode bat, namlicb: 


<p (x) <p (x — a) <p (x—2 a) <p (x — 3 a) . 4 . 
(p (x-f-a) (p (x-f-2a) (p (x-f-3a) . . . 


<p (x) -f- <p (x—a) -h f (x — 2 a) Hh <p (x — 3 a) -f- . . . 
Hh p (x-f- a) Hh (p (xHh 2 a) Hf- p (x -f-3 a) Hh .... 


ir die Bedingung der Convergenz ist bei dem unendliehen Prod 
ier der Reibe zu erfdllen. Wenn man ibr geniigen kann, ind 
m fur p (x) eine an sicb periodiscbe Funktion annimmt, so 
tb man auf den Ausdruck einer doppelt periodiscben Funkti 
ne solcbe ist z. B. die Entwiekelung: 

111 1 

-- _|_-_j_ - _j_-i 

sin x sin (x—a) sin (x—2a) sin (x — 3a) 

111 

-f--_l_---- _t . # 

sin (x-f-a) sin (x-f-2 a) sin (x-f-3a) * * ‘ ’ 

ilcbe sich genau ebenso in der Tbeorie der elliptiscben Funktioi 
irfindet, und deren Convergenz man leieht beweisen kann, w< 
imaginar ist. Ist aber a reell, so convergiren die hobern Glie 
ir Reibe nicbt nacb Null bin, und es findet offenbar Diverg 
a-tt, was mit dem iibereinstimmt, was oben iiber die Unmoglicbl 


ogie auf Ausdriicke von der Form 

o m und n ebenfalls gauze Werthe annehinen, nur die Combinath 
i = 0 , n = 0 ausgeschlossen. Aber die genauere Untersuchu] 
ieser Ausdriicke hat einen eben so wichtigen als sonderbaren Ui 
Land zu Tage gebraeht. Cayley hat in einer Abhandlung uber c 
oppelt periodischen Funktionen, welche im Liouville’schen Jo urn 
land X. veroffentlicbt ist, gezeigt, dass ihr Werth wesentlich v< 
em Gesetze abhangt, naeh welchem man gleiehzeitig m und n ir 
'nendliche wachsen lasst. So z. B. erhalt man einen analytisch< 
ollstandig bestimmten und gegebenen Ausdruck, wenn man sieh d 
edingung stellt, dass m und n Coordinajen eines Punktes im Inne 
ines Kreises s- Hh y 2 = R 2 sein sollen, dessen Radius man bis ir 
mendliche wachsen lasst. Wenn man aber den Kreis durch ei] 
ndere Curve ersetzt, so erhalt man als Grenze eine an der e Fun 
on, und anstatt auf diese Art doppelt periodische Funktionen da 
ustellen, die sich reproduciren konnten, wenn man fur x i + a ui 
-h b setzt, kommt man auf Funktionen, die sich mit einer E 
onentialgrosse multiplicirt reproduciren. Diese Funktionen geb< 
ber in der That die analytischen Fundamente, auf welchen, wie v 
jhen werden, die ganze Theorie der elliptischen Funktionen berul 
3er man wird sehen, dass die Vermuthung, welche auf der Analog 
sr Ausdriicke 

n*(*+=). 

x 

ma+ nb 

egriindet war, sich nieht bewahrt, und dass die zweiten Funktionc 
icht gerade doppelt periodisch sind, obgleich sie die wesentlichen El 
rente zu den doppelt periodischen Funktionen geben. Da wir die? 
unen und interessanten Untersuc linden nieht in ihr^r cranr.pn An 



Die Hauptsache, auf welche wir die Aufmerksamkeit lenb 
steht dax*in, dass dies Prodnkt imr periodisch ist, wenn man 
die schon bezeichnete Grenze betrachtet : 



snn m unendlich gross wird. Setzen wir in der That 



d lassen wir m und n in’s Unendliche zunehmen, unter der 1 
igung, dass 

m = con 


i, wo co eine vorhcr zu bestimmende Constante ist. Wir wen 
ben, dass fur n = oo, der Grenzwerth von cp (x) von co abha 
d nur dann periodisch ist, wenn co = 1 ist. 

Sei der Kiirze wegen: 



11 1 

r Hf- . .. -f— j 

x x — 1 x — n 

11 1 

* — ■■ ■■■ ■ « . . ■ i i j 

x Hr 1 s + 2 x+m 


giebt Gleichung 1), indem man von beiden Gliedern die lo 
hmisclie Ableitung nimmt: 

2) <^ = y— + 

' <P (x) jLm/x — n JL-Z'Z H- m 

5 ist aber identisch: 


5 kann man schreiben: 


<f‘ (*) _ Xp s _ ''O 

<f(x) jlLj TIX — n 2 JmmJl 


-mx -f- m 2 


nd man hat die Grenze des 2. Gliedes zu bestimmen, werni m ui 




nd beide convergent, haben einzeln endliche Summen, und ih' 
renzen sind somit vollig bestimmt, wobei die Bestimmung m = a 
einen Einfluss ausiibt. Aber anders ist es in Bezug auf die Reih< 


pi, Vi, 

wm jLmJix 


deren Summen mit m und n in^s Unendliche wac 


n. A wird also die unbestimmte Differenz zwiseheu 2 Unendlic 
liten, und es handelt sich darum, ihren Werth zu ermitteln. 2 


m Ende wollen wir die Keihe ~ -h -i - 

1 Z 


-durch ein b 

m 


immtes Integral ausdriieken, wobei wir von der Kelation ausgebe: 


f 1 dx = 
do 


an hat dann: 


1 pi 

_ = Jo dx (1 + x-f 

= 1-7 dx > 

Jo 1 — x 


^ 1 m ^ 2 

nd die Differenz der beiden ahnlichen Beihen — 

Jmm/ n 

isgedriickt durch: 


P 1 , 1 — x m pi 1- 

dx- -dx — 

Jo 1—X Jo 1 


pi x 11 — x m 

dx— - 

Jo 1 - X 


un ist noch der Werth dieses Integrals fur m = con und n = < 


d wenn n unendlich wird, kommt das bekannte Integral: 


j. 


dz = 1 g a) 


o Z 

i durch bezeichnete Grosse hat also den Werth lg co und v 
lwindet nur fur co = 1, in diesem Falie wird Gleichung 2): 

p'x 1 1 1 1 

— —-- + -r + ••• 4- - 

<px x x—1 x—2 


x-f-1 


x—m 

1 _ 

xH-m 


ist klar, dass diese beiden unendlichen Reihen dureh folger 
nvergente Reihe ersetzt werden konnen: 

<p‘ (x)_l 2x 2x 2x 

^(xj ~ x " t 'i5Zri" + ‘ir_4' t ' — 

e Summe derselben ist it cot it x. Aber im Allgemeinen, so lai 
s Verhaltniss co zwisehen m mid n willkiirlich ist, hat man: 


P(x) 


it cot itx —lg CO. 


d also: 


j 


dx 


cp'x _ 


<px 


lg sin itx -f- x lg co const. 


p(x) = C e x ^* w sin itx, 

) C eine Constante ist. 

Dieses Resultat macht die eigenthiimliche Unbestimmtheit k 
slche der Ausdruck n*( 1 -f- hat, und kann dazu diec 

e analoge Eigenschaft in Bezug auf den doppelt unendlic] 


m einem allgememen liesicntspumu aus Kami uum ^ , 

ndeutige und ganze Funktionen giebt, welcbe 2 Perioden babe, 
les ist der Gegenstand des folgenden, von Liouville berrubrendt 
itzes 5 auf welchem dieser ausgezeicbnete Mathematiker eine vol 
andige Theorie der doppelt periodiseben Funktionen gegriindet bat. 


IV. Liouville’sclier Satz. 


Dieser Satz sagt tins, dass jede eindeutige Funktion f (x), weld 
Perioden a und b bat, sicb nothwendig auf eine Constante red 
Tt y wenn sie for keinen Wertb der Variablen unendlich wird. U 
!es zu beweisen, gehen wir von dem allgemeinen Ausdruck jed 
inzen eindeutigen Funktion mit Periode a aus: 

■r—^ 17TX 

f (x) = ^ A m e 2m V • 

- 00 


Die Bedingung f (s+b) = f x giebt die Gleicbung : 


Am 0 


2 m— 


- 2 * 


A m_ 


[ultiplieirt man beide Glieder mit e 2n a und integrirt in den Gre 
m 0 und a, so erbalt man: 


A n 


2o£$ 

e a = A n . 


[ieraus folgt, dass A n =0 ist. Denn da das Verbaltniss der b< 
b 

en Perioden — imaginar ist, kann nicbt e a = 1 sein, anss 

r enn n = 0 ist. Also A n ist =0 fur jeden Werth von n auss 
lir n = 0, und f (x) reducirt sicb auf die Constante A 0 . — 

Dieser eben so wichtige als einfacbe Satz zeigt, dass die dopp< 
eriodischen Funktionen notbwendiger Weise Transcendenten v 


jpelt periodiscber Funktionen aus dcm allgemeinen Ausdrucke: 
x) —a) (p (x — 2a) <p (x—3a) ... <p (x-j-a) (p (x-h2a) $ff(x-M 

.stehen zu lassen, indem man fur <px eine ganze periodisehe Fur 
q nimmt. Aber obgleich diese Ausdrucke keine dappelt per 
cben Funktionen geben, so geben sie doch die Ziihler und Nem 
•selben, und hiermit treten wir im eigentlicben Sinne in die I 
sucbung der elliptischen Funktionen ein. 


Addition- der Funktionen 0 (x), H (x), ihr Ausdru 
in Produkten und Beihen. 

Hocbst wichtig und interessant ist die genaue Untersucbi 
rjenigen Kunstgriffe, durch welcbe man, von den oben auseinan 
setzten Grundbegriffen aus geben d, zur Kenntniss einer nei 
mktion gelangt, aus welcher eine ganz neue Reihe analytise' 
igriffe entstebt; und ein vollstandiges Handbuch liber diesen 
rn Gegenstand diirfte keine dieser Methoden ausscliliessen, web 
Bezug auf die Funktionen Q (x) und H (x) entdeckt und bem 
)rden sind. Hier aber werden wir nur zwei geben, deren eine s 
.turgemass an das Vorbergehende anscbliesst, und deren and 
s dazu fiihren wird, einen Abriss von den analogen Funktioi 
t mehreren Yariablen und von einer liobern Ordnung zu geb 
slche man Abelscbe oder hyperelliptiscbe Funktionen nennt. 

I. Erste Methods 


Wir bedie en uns in dem Foleren en erienieren Bezeicbnuns 
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1 st. Indem unter <p (x) eine gauze Fu: 
verstanden wird, betrachten wir statt de. 

<p (x) <p (x—iK') (p (x— 2iK') ... <p (: 

von denen wir wissen, dass sie nicht zu: 
stimmten Funktion dienen konnen, den f 

0 (x) = (p (x-f-iK') <p (x-f-3iK') <p | 
(p ( —x-j-iK') <p (—x4-3iE 
Man hat zunachst 

0 (x~h2K) = 0 
nnd es ergiebt sich nnmittelbar 

<Z>(x+2iK') = 0(x)£^ 

Man kommt also auf keine doppelte ] 
diese neue Art von Ausdriicken fiihrt, 
vollstandig definirte nnd bestimmte Funk 
Sei z. B. die ganze Funktion, welch 

i 

<p (x) == 1 — e 

so hat man 


(p (—x—iK') 

<p (x-f-iK') e 

Setzt man noch: 

q = e K 

so ergiebt sich: 


*P [ x ■+" (2m-+»l)iK'] p [— x-f 

= 1 —2q2m+i cos — 

Ji. 
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(x) 2n . 7 rx 

^ = K Sm K 


q _, q 3 

7TX jr 

1 — 2qeos-^--Hq* 1— 2q 3 COS gr-f“< 


7ZX 

1 — 2 q 5 cos g ~h q 10 

lcbe im angenommenen Falle inimer convergent ist, welchen reel 
r imaginaren Werth die Variable x auch habe. 

Tndem wir als Factor eine Constante A einfiihren, setzen 
t Jacobi : 

0 (x) = A 0 (x) 
er: 

( 2Kx\ 

—— ) =s A(1 — 2q cos 2x q 2 ) (1 — 2q 3 cos 2x q 6 ) 

(1—2q 5 cos 2x -+- q 10 ) .... 



es ist die erste der von uns zu definirenden Funktionen. Sie 
lit die Relationen: 

' 0(x + 2K) = 0 (x), 

) —HE(x+iKq 

( 9 (xn-giKO = - 9 (x) e K 

ilcbe der Tbeorie als Grundlage dienen. 

Sei 2tens : 

~(2x + iK') 

H (x) = — i 9 (x iK') e 4K 

findet man unmittelbar die Beziehungen, welche der vorgehen* 
lbz ahnlich sind: 
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tion, denn wogen der Rclutionen 1) 

H is) 


—4- den Bediugungen: 


t> is) 


II (x + 2 K) 
V (x 2 K) 

H (x -4- 4 K) 

b (x -f- 4 K) 

H(x —f— 2 i K‘) 
6 (x -+- 2 i K') 


Setzen wir noeh 


b, (x) = B (x 
II t (x) = H (x 


d. h. 

0, = A (1 4- 2q cos 2x 4- q 2 ) 

(1 4“ 2q'* cos 2x4- q 10 ) ♦ 

7/j — A. 2 V q cos x ( 1 4 -2 q ‘ cos 

(l 4 - 2 q 6 cos 2 x 4 ~q 1 J ) . . . 


Diese Leiden nenen Funktionen fiihrci 

, 0 l (x 4- 2K) = 0 t (x 

3) 

( 0 (x -+- 2iK') = ft, (x 


(x -+- 2 K) = - H, 


4 ) 


H t (x + 2iK‘) = H, (x; 
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ten Gleiobungeu zu geben, welche man erlialt, indem man jed 
er Finiktioneii gleicli Null setzt, namlieli: 

0 (x) = 0, x = 2mK+ (2 m'-hi) iK 1 , 

H (x) =0, x — 2mK-=h 2m'iK', 

8 X (x) = 0, x = (2m-f-1)K■+• (2m 1 -f-1) iK 1 , 
tf 4 (x) =0, x == (*2m+ l)K-f-2m'i Iv', 


m und m' beliebige gauze Zahlen sind. Zu den verschiedem 
eben gegebenen Grundbeziebungen fiigen wir nocb die folgende 
ehe oft angewandt werden, hinzu: 


& (x-f- iK‘) = i H{x) e 4K 
H(x-hiK') = i $ (x) e 

2x UK') 

6\ (x + iK') = TT } (x) e 


II x (x -f- iK') = 0, (x) e 4K 


Endlich maclien wir nocli damnf aufmerksam, dass diese I 
liungen sicb niebt andern, wenn man fur x Ax, fur K und K' - 
d AK' sctzt, so dass man cine der Perioden beliebig annelmn 
o z. B. K — 1 sctzen kann. Denn von diescm speciellen F 
cd man so gleicli zu unsern allgemeinen Ausdriicken zuriickgeful: 
>er diese Spccialisirung ist von der, welcbe wir gebraueben w 
n, versebieden. Wir werden von cler letzteren sprechen, sob: 
» sicb naturgemass darbietet. 
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V* 2m -* 
2* Am6 • 

S 2m — 

Bin a 

zu suchen. 

Yersuelien wir also A m und B m dure’ 
stimmen: 

V . 2ra ~ V s . *>o 

> , Am e a y A ro e 

V n 2m 177X 2n 

Bra C e 

wo b die 2. Periode ist. 

Sei der Abkiirzung wegen 

tel 

q = e », 

dureh Wegsch&ffen der Nenner erha.lt man: 

V A V2 Vr „*■-< 

A ra C a B m e a 

_ 2m*'“ X V A i 2m—( 

— Bra e a A m e a v 

und in dieser neuen Gleicliung sind die Coe 
ponentialgrosse e*~^ gleich zu setzeu. Ma 
dass diese Coefficienten die Reihen bilden : 

Hf- 00 +oo 

^\ A(^_ m ) B m q2m und A( 

00 - GO 

derart, dass, wenn man fur den Augenblick 


21 


ihen su erbaltcn, indem man sie idcntisch macht. Zu dem Ei 
.zen wir: 

A(^-, n ) B m = A(^ n) B n q2(a-n) 

d nebmen an, dass n als Funktion von m gegeben sei, den 
ss diese beiden Grossen gleiclizeitig d ; e vollstandige Reihe < 
nzen Zahlen darstellen konnen. Dies gescliieht, wenn man set 

n = m -fr- k, 

i k eine ganze Zahl 1st, und nachdem man die vorige Gleichn 
ter die Form gebracht bat: 

A a—rn _ Bn 

q*2C<4—n) A a _ n q 2m B“ 

rd man linden: 

_ A(/£—m) _ B (m-t-k) 


Da aber die Gleiebung erfiillt wird, was aueh ji sei, so k£ 
m setzen: 

jjl — nr— k = in', 

> m' eine ganze von m unabbangigc Zabl ist. Dies giebt: 


A(xn'-f-k) _ B ( m +k) 

q 2ra ' Ain' ~ q^ Bm 


jraus man erkenut, dass jedes Glied gleicb einer Coustanten 
ie unbekaimten Fimktionen A m und B m sind mithin 2 Auflosun^ 
irselben Differenzcngleichung: 


z (uw-k) 

q*“Zm 


const., 


iren allgemeines Integral ist: 


A,„ 

Bn, 

wo a m iind b„ die Bedmgungen cvtullon: 

;l (nH-k) ^ tn > 

b(m » k) ^ b n) . 

i » 2 w i .vx 
. 2 m 

k C a , 

T-a »»* « i*-* 

//(x) = \ bin qM‘.“ m »r 5 

— oo 


Setzt man also: 


-f-CO 



— 00 


= «i» q k 

m 1 

= b m q k ’ 


0 (x) 


so wird dcr Quotient ^^j tier Ausdruek i’iir oiiu 

disehePunktion sein, welehe (lurch miscre Analysis go 
handelt sick jetzt darmn, die inerkwiinligon hVihen, ai 
den Zabler mid den Nennor gekommen siml, gonauur 
Was zunachst die Convergent anbotntft, so winl, 
wir gethan haben, den Modul von q kleiucr ills 
ganze Zabl k, vvelclic sonst wilJkiirlich bloibt, ofl< 
genommen werden iniissen. Dies tugegeben, word 
Rede stehenden Rcihen, da sic naeli quadralisehon 
fortschreitcn, fur alio reellen mid iuuigiibiren Wertl 
sebr rasch convergiren, und zwar so ranch, wio. 
Beispiele in der Analysis lusher vorgrkmnmon ini. 
zu sehen, wic sich die doppelte IVriodiritjit des Qr 
wollen wir z. B. im Ziihler x + b fur x Hotzon. A 
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i allgemeinen Glicde fur m m- k selzeu. weil tier Index aile g 
n Wertbe von — go bis -f -od annimmt Indeni man also a^ m -k) = 
tztj findet man: 


-« - £■ 


- 2 (m—k) 2(ra-k)— 
e a 



srart, class die urspriingliclic Reilie 0 (x) sieh a Is Faklor wied 
tdet. 


Diese Grtmdbcziehung bringcn wir unter folgende Form: 


0 (x -+- b) == 0 (x) e k& 

id in Riicksicht darauf, dass wir sie erlialten haben, ohne irgc 
e die willkiirlichen Coefficienten a m zu bestimmen, kounen 
azufugen: 

//(x-t-b) == //(x) o _k X (2s+b) . 

eraus zeigt sich auf’s KJarstc, wo die doppelte Periodieitat < 
lOtientcn der beidcn Funktionen 0 (x) und II (x) herrubrt. J( 
r beiden bat die Periotic a, und wcnn man x + b flir x sel 
mint mir eine beiden gemeinsame Exponentialgrosse als Fak 
izu, wclcher durch die Division wieder verschwindet.*) 

Man wird bald die wichtige Rolle erkennen, welelie die gai 
dil k spielt. Durch sie warden in den Zalder und den Nem 
willkiirliche Constanten eingefiihrt, zufolge der Bedhigmigen 


a (m-+-k) — &rn 5 
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r T ir miissen jedoch jetzt bemcrken, dass es unmoglicb ist ? den B 
ngungen: 

0 (x -+* a) = 0 (x), 

0 (x+ b) = <P (x) e7 k T (2x+b) 

irch andere eindeutige ganze Funktionen zu geniigen, als dure 
ie vorstehende Keihe. Setzt man namlich unter dieser Annabme 

0 (x) = A m e 2m a 

ier vielmehr 


(Z>(x)=^ am 

ji die erste Bedingung zu erfiillen, so wird, wenn man dies in d 
. Gleiebung einsetzt und die Coefficienten derselben Exponents 
rdsse mit einander vergleicht, a( m+ t) = a m . Bcvor wir weifc 
eben, wollen wir eine kleine Absckweifung machen, und darin eini^ 
forte iiber eine eben so merkwiirdige als wichtige Verallgemeinerui 
er obigen Reihe sagen. 


CL Bemerkung iiber die Funktionen mehrerer Variablen m 
vielfacber Periodicity. 

Eine Funktion f (x u x 2> .,. x n ) von n Variablen kann niebt alle 
■ Bezug auf jede Variable fiir sicb betraebtet, periodisch sein, so 
ern aucb in Bezug auf Alle zusammen, wenn sie eine Gleicbui 
>n folgender Form erfiillt: 

f (x.-f-a.. x_ -4- a. . . . Xn -+-a,A = f (tc. . t A 
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,ngige Grossen sein komien. Bildet man in der That mit n glei 
itigen passend gewahlten Perioden: 

a A ? ^2 • • • ? 

^17 ^2 * * * b n 5 


e n linearen Funktionen : 

X t = a L x A -f- b A x 2 -f- ... -f-g 1 x n , 
X 2 = a 2 x 1 + b 2 x 2 + ... + g 2 x n , 


Xn == 3. u X A -f- b n X 2 -+• . . . *+• gn X n 7 

id setzt: 

f (Xi, x 2 . . . X n ) = F (x i5 X, . . . X a ), 

hat man eine transformirte Funktion, die in Bezug auf j< 
iriable periodisch ist, aber ausserdem n andere gleichzeitige Pei 
n besitzt, und in Bezug auf die letztern, zeigt sich in einfaeks 
eise die folgende Beziehung. 

Bezeichnen wir sie mit: 

A 1? A 2 ... A n , 

B 1? B 2 . . . B n , 


G 1? G 2 . . . Gn. 

Der Riemann’sche Satz besteht darin, dass die Glieder die 
jsammeristellung, welche symmetrisch in Bezug auf die Diagom 

R fl liorr/an nntoi* cirvrt nrlm* woe rloccalliA 
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Die quadratisehe Form, von der wir 
sei = <f (x t , Xj... x n ), mid sctzen wir 


^ 2i.T(m lX 

0(x L , x 2 ... X„ ) = Hm lf m, ...) e 

wo das Zeichen 1 sich auf alle ganzcn \ 
der n Indices ... m u bezieht, un< 

a(a» if , v ..m n ) der Bedingung untenvor 
Werth wieder annimmt, wenn man einei 
gauze Zahl k vermehrt. Diese Funkti 
in Bezug auf jede Variable fiir sich bcti 
die Grundeigensehaft, welche sie mit de 
biudet. — 

Seien a L , a 2 ... a n n willkiirliche g 


= ® ( x i > 




d <p 


1 da , J 




. . . Xn) e 


— ki;r 


Da diese Beziehung die Constante a^q, 
wird eine andere Keihe II (x,, x 2 . . . x n ) 3 
bestimmt sind, in gleicher Weise geben: 


n x i 


.tif x 

1 da ,’ J 


i 

' 1 da, ■ ' 


= II (x,, x a . . . x„) e 


-k iz [2a l X] 


woraus folgt, dass der Quotient .— 

11 (x t , 

mit n Variablen und 2n Perioden dais tel 


i. * . j _j • _• Li.„ v.. ^ ^ _ ,1« 
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Sei 


p t , p 2 . . . Pn , 

qi> * * * q u , 


S JL ) S 2 ♦ ♦ • S n ? 

i System von n* willkiirlichen Constanten, so 1st es nothwem 
d ausreichend, dass die Funktionen 

f ( x i “+■ Pi) x 2 •+• Pi . . • x„ -F p n ), 

* ( X 1 “+“ <L) x 2 -h * • . x n ■+* <Ju ) y 


f (x L + S A , X 2 -h s 2 . , . X„ -h s a ), 

eick Null Oder gleick unendlick gesetzt, nur eine bestimmte n 
idliche Anzahl von Auflosungen zulassen, welcke man nicht ] 
tcksickt auf die Perioden, die eine auf die an cl ere redueiren ka 

Die erste Kenntuiss von diesen Reihen verclankt man Goc 
Ld Rosenkaim, sie haben dieselben fur den Fall, dass nur 2 Variab 
trkanden sind, angewandt, um die umgekehrten Funktionen der 
grale von Quadratwurzeln zu finden, welcke Polynome fiinften r 
ckstcn Grades enthalten. Weierstrass, indem er weit iiber die "\ 
iden ausgezeicknetcn Matkematikern erreichten Ergebnisse liina 
ng, loste mit IIiilfe derselben Reiken das Problem der Umkekru 
r Integrale von Quadratwurzeln aus Polynomen von beliebig 
fade in seiner ganzen Allgemeinheit. Rack ihm gelangte auf ein 
nz verschiedenen Wege Riemann zu deinselben Resultate, und 
m nock viel weitern Felde der Trauscendenten mit belicbigen al, 
aischen Differenzialcn begegneten sich diese beiden grossen Mat 
Uiker abermals, indem sic gleickzeitig das so allgemeine Probl 
r Umkekrung von Integralen belicbiger algebraischer Funktioi 

sfnn n?no Hm* cot nn/1 nre-f /an T nfArcnolmn/vAn /lin 




Fall, iiiit dom wir tins nun ausschliesslicli 
jedoch der einzige, wo eine Zerlegung in J 
im allgemeinern Falle, wo die Reihen 2 ode 
haiten, in keiner Weise geschieht. Die Zui 
von Ausdriicken auf einander macht sich gi 
aus den Beziehungen, die wir oben gegebe 
mals zusammenstellen wollen: 

0 >+2K) = 19 (x). 0(x+2iK'j = 

if(x-f“2K) = — H(x), E(x+2iK‘) = 

B x (x+2K) = 6 X (x), 0 L (x-f-2iK') 

H x (x+2 K) = -^(x), J & 1 (x-+-2iK / ) 

bieraus folgt unmittelbar: 

0(x + 4K) = 0(x), ^(x+ 

Die Funktionen 9 (x) und H (x) erfiillen be 
0(x-f-4K) = 0 (x), 

0 (x4-2iK') = — 0 (x) e~ 

und die Funktionen (x) iJ x (x) aus ahn 
genden: 

0 (x-f-4K) == 0 (x), 

--r 

#(x-+-2iK') = 0(x)e 

Dies sind aber dieselben Bedingungen 
Ausdruck geniigt: 
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£ 


&m 


m 2 ‘ 

q 2 ~e 



— co 


+■ a, 


-f- CO 

X 


(2m-4-l) g 

q 4 


e ( 2m +i) 


irx 

2 K~ 


— oo 


ese Bestimmung folgt iibrighns unmittelbar ans den Bedingung^ 
(x + 2K) = 9 t (x), 

H l (x+2K) = 

In der That sieht. man, dass die mit a 0 imd a t multiplicir 
iihen, beziiglich die erstere und die zweite Bedingung erfiill 
rart, dass man hat: 


a e L (x) = 


i;rx 

“k” 


i_. /2m+l\2 irx 

fill, (x) = q( 4 ') e ( “ m } 2 K 


a und ft Constanten sind. Ersetzt man die Exponentialgros; 


2 Kx 

.rch trigonometrische, und die Variable x durch-so erL 
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in folgende merkwiirdige Entwickelungen: 

/2Kx\ 

: 9 i ( —— J = l-h2qcos2x-+-2q 4 cos4x-l-2q 9 cos6x-H ... 
*(*-?)-* qcosx + %V q l) cos3x-f-2 Y q 25 cos5x-f- ... 


Indem man hier x durch x + ersetzt, erhalt man noch: 


m 


gleicli sind. — Dies sind die Identitatsbeziehu 
endlichen Reihen und Produkten, sie sind i 
mid konnen auch anf verscbiedenen andoren 
den. Jakobi, ihr erster Entdecker, tmd Caucb 
ganz elementare angegeben, am meisten ist di< 
der von Cauchy herriihrt. 

\¥ir betrachten mil diesem beriilimten i\] 
unendliche Polynom: 

<p (z) = (iHh-z) ( 1 -f-qz) (l + q 2 z). . 

= 1 4 - A, z 4 - A >z- 4 - ... 4 - A 

Die identische Bezieliung: 

(1-4-z) <f (qz) = (l4-q n z) 
ergiebt folgende Reike von Gleicbungen: 

A, (1 - q) = 1 - q", 
A, (1 — q 2 ) = Aj (q — q 
A 3 (1—q 3 ) = A, (q J -q 


woraus sich unmitt el bar ergiebt: 

A- - ^^ (l-q^a-q- 1 )--^ 

1 - q - (1 q) (i q 2 )... ( 

Verstehen wir jetzt fiir einen Augenblick unte 
aus <p (z) wird, wenn man q 2 fiir q setzt, 2n fiii 
Setzt man nun: 

0 (z) = l4-a 1 z4-a :} z 2 4~ ... 4 - 

rrix._»..-i '.u _ _ i i a i , 



0 (z) = a„ z n j 1 -h a ^— (z + z- 1 ) -f- —— (z* -f~ z - 2 ) -f- . . . 

nnmen wir jedoeh auf den Wurth von (I> (z) untcr der Produktfo 
riiek, 'und bomcrken wir zuniichst, dass wenn man q durcli q-, u 
dnrch 2n in <p (z) ersetzt, sich ergiebt: 


(H-z) (1-Hq 2 z) (1-f-q‘z) . .. (l-+-q*>-2 2 ) 

= [(1-f-z) (H-q 2 z) ... (l-f-q»—»*)] 

[(lHhq 2l ‘z) (l-+-q 2n+2 z) (1 + q 2n + 4 z)...(1q' 


4n—2 5 


dass, wenn man scliliesslich fur z setzt, erhalten wird: 


0(z) = 


z \ / z 

n2a-l ) ^ *+■ ~»i 


ii—3 


1 ~h - 


x [(1-hqz) (l-hq’z)... (l-hqS^z)]. 


e Faktoren des ersten Prodnkts kann man noch anders schreib 
ist namlich: 



ies giebt fiir 0 (z) den neucn Werth: 


<D (z) = 


Z n 


1 + ^ 

z / 


1 + 


(1 -+- qz) (1 -+- 


z 

q’z) .. 


1 *+■ 


r,2n—1 


. (1 -H q 2n ~ 1 z). 


ies ist die schliessliclie Form des Produktes von Faktoren, wo 
ir die Entwickelung nach Potenzcn von z bereits haben. Sri, 
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(l_ q 4n) (1 „ q 4a-2) . . . (1 

(l-q 4 ) (1—q 4 ) .••(!- 

__ (l- q 2n) (l- q 2a-2) . . . (j. 

(X— q 2n-h2) (1__ q 2n+4) . . . , 


Die algebraische .Identitat, die wir ei 
dann die Form an: 


1 + 


1 -+- 


m2 a—1' 


z 

m2u—1 7 


(1 -f- qz) (1 -h q 3 z) ... (1 -h q zl 
■ q 4 (z 2 -f-z- 2 )H 


und, wenn man z = e 2ix setzt: 
(l-f-*2qcos2x-hq 2 )(l-+-2q 3 cos2x4-q 6 )... (1 
= §ln (l-+-2a 1 qcos2x-f-2a 2 q 4 cos4x-+-. 


fiir unendliches n aber hat man: 


(1—q") (1—qO (1— q e ) < 

m = l, 

und die algebraische Identitat giebt uns di 
der Transcendente 9 t (x), welehe in der Kel 

(l-h2qcos2x-f-q 2 ) (l-f-2q 3 eos2x-f-q fi ) (1- 
_ l+2qcosx-f-2q I cos4x-f-2q 9 
(l~q 2 ) (1—q 4 ) (1—q 6 

Dies Resultat setzt uns in den Stand, die < 
wir von den 4" Funktionen 6 (x), H (x), 9 1 (x) 
indem wir sie durch ein Produkt von Fakto] 
mit einem bis jetzt willkiirlichen Coefficient* 



33 


;iebt sich: 

= 2 4 /qcosx+2^ q 9 cos3x-+-2\^q2~cos5x+.... 


7T 

Und diese beiden Formeln geben, wenn man x 4 --^-fur x set: 

At 

/2Kx\ 

9 f-jpj = 1 — 2qcos2x-f-2q*cos4x—2q 9 cos6x-f-... 

H qsinx—2\^q 9 sin3x •+■ 2 V~q 25 sin5x — .... 

Dies sind die Transcendenten, deren Eigenscbaften wir ei 
»keln wollen in der Form von unendlichen Produkten und Keih< 


Ucbcr die beiden Hauptformen, welche nnter noendli 
el andern die Functionen 0, H u. s, w. annehmen kiinne 

Dieser Punkt beriihrt den schonsten Theil ' der Theorie ( 
iptischen Funktionen, die Theorie der Transformation, welchen 
ben, uns die Grenzen dieses Abrisses nickt erlauben. Aber i 
hangig von ihrem eigentlichen Interesse werden uns die Forme 
lche wir sogleich entwickeln wollen, und welche denjenigen s] 
Hen Fall der Transformation der Funktionen & H u. s. w. geben, 
in die Grossen K und iK' mit einander vertauscht, spater une 
hrlicb scin, und wir diirfen sie um so weniger iibergehen, als, i 
m sehen wird, sie auf die leiehteste Art entwiekelt werden konn 
ibrigens ist dies der Weg, der zu der analogen und allgemeir 
tersucbung fiihrt, wo man K und iK* durch mK-f-m'iK', nK+n' 
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3J (x) = e-JKK 7 J 

77 x.~ 

7 n (x) = e 4 KK' j 

Man siebt unmittelbar, dass den Grund 

8 H t)y H t uiiuilieb : 

a) 8 (x K) = & L 
ff(x-t- K) = H t 
8 , (x-+-K) = 8 ( 
H y (x -f-K) = — 

b) 8 (% -i- iK 1 ) = i H (x 
H (x 4- iK') = i 6> (x 
(9, (x -f- iK') = Hy (x 

Hy (x + iK') = 8y (x) 

Die folgenden entspreelien: 

c) 8 (x -f- i R') = i) 
jy (x-f- iK') = i i 
8-y (x-f-iK') = ijy 
7j y (X H-iK.') = dy 

d) 8 (x -+- K) = i9, (x) e 
=5 O + K) = yjy (x) e 
^(x-f-K) = & ( X ) e 




„ f_ _A . 
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ziehungen mit dem ersten vollig ubereinstimmt, wenn man dar 
etzt einerseits: 

K und iK' 

suglieh durcli: 

iK' und —K 

i andererseits 

t9 -( x )» r, (x), r Jl (x) 

:cli: 

-Hi00> y-s(x), 6>,(x), e (x). 

Die neuen Funktionen, die wir eingefiihrt haben, sind also £ 
i alten zuruckgefiihrt; bemerkt man noch, dass dureh die Aenderu 

n K in iK' und von iK' in — K, die Grosse q = e Iv 
K 

— e K ' iibergeht, so erbalt man die folgenden Ausdriieke, v 
M und N zwei constante Factoren bezcichnen: 

) & = M 2 V"q„cosx(l-+- 2 qjcos 2 xH-qJ) 

( 1 —I— 2 qJcos 2 x-f-qg) (l-+- 2 q«cos 2 x+q;-) ... 

i rj ^— 7 —) = M 2 V q„ sin x (1 — 2 qJ cos 2 x-+- qj) 

(1—2qJ cos2x-f-qJ) (1—2q“cos2x-+-qJ 2 ) ... 

■«9 1 (2i lf ^) = M(l + 2q 0 cos2x-j-q 2 ) (l + 2qScos2x+q«) 
(l-h2q* cos2x-+-qJ°) . .. 

= M(l — 2q 0 cos2x-hq‘£) (1 — 2qJcos2x-hqJ) 
(1—-2q 5 0 cos2x-hq£°) .. . 

.. /_.K'x\ 4 a- ^4/-'—“ « . r> 4 / IT" If 
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dass man statt das imaginare Arg 

man K und K' reel!, so liat man den < 
reeller Form, und kann ihin immer folg€ 
Oder mit ) —1 multiplieirt sein. Wir ] 
wendung. 


E. Grundeigensehaften der Funl 
finition von sin am (x), cos 

Im Vorhergehenden haben wir die 

0 (x) = a m C 
fur den Fall, wo k = 2 war, angewand 
a = 4 K, 
b = 2 IK'. 

Jetzt behalten wir diese beiden Wertlie 
mitbin : 

4-oo 

(*) = ^ a m ( 


unter der Bedingung, dass 


a (m-»-k) = a i 
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0 (x) = 

2n a 2 n 1 
a ° 6 

!~X 

K~ 


-f- 

(411+1)2 

8 

e 

irrx 

2K 

-t- 

X-A (j^ +1 ) 2 
a 2 2 

(2m-1) 

e 

iiTX 

K 

■+" 

X-A (4n+3 ^ 3 
8 

(ln+S) 

e 

izx 

2K", 


der der Abkurzung wegen: 

0 (x) = a„ 0 a (X) -h a 1 0 t (x) -h a 2 0 , (x) + a 3 0 3 (x). 
[icraus ergiebt sich, dass, wenn 

<?(x + 2K) = 0 (x) 

,t, die AufLosung sich darstellt durch 

0 ( x ) = a o ( x ) -+- a 2 0 2 (x) 

nd nur zwei willkiirliche Constanten enthalt. Setzt man eber 
#(x-f-2K) = — 0(x), 

3 hat man mit ebenfalls zwei willkiirlichen Constanten: 

0 (x) = a, 0 l (x) -t- a, 0 3 (x). 

omit baben wir die allgemeinste Art, den zwei Systemen von 
ingungen zu geniigen: 

I. 0(x-h2K) = 0(x), 

_2br 

0 (x -i-2 iK‘) = 0(x)e K ; 

II. <P(x-(-2K) = — 0 ( x ), 

2l7T . 

0 (x-t-2 iK'I = 0 (x \ e~ K ^ +1 \ 
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(x) = a 0 O (x) - 
H 7 (x) = c 0„ (x) - 

Wenn man zweitens Glied fiir Glied, < 
die zwei Letzten derselben Gleichung 
auf die Form des zweiten Systems, m; 

& (x) JT(x) = A 0 L (: 

wo A und B neue Constanten bezeichi 
noeb, wenn man x-f-K fiir x setzt: 

e v (x) H x (x) = iA 0 t ( 

Ausser verschiedenen anderen Folgert 
die algebraischen und differenziellen . 
Funktionen. 


1 Algebraische Beziehungen. 

Compleme: 


Aus den Ausdriieken fiir 8 l IP 6 
erhalt man offenbar zwei lineare Glei< 
draten. 

Die eine nimmt die Form an: 

9 2 (x) = a H 2 (x) - 

a und a‘ sind zu bestimmende Const 
wir x = 0 und x = K, nach den Formi 
(K) = 0, also: 

H 2 (I 


a = 
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id da zufolge der Beziehung 


H (x 4 - K) « H l (x) 


ih ergiebt: 



■ hat man 

H(K) = 

( 0 ), 


1 

k' 

id also: 

« = jr , 

= k 


k 9 2 (x) = R* (x) 4- k' H * (x). 

is dieser crstcn Relation ergiebt sich die zweite, wenn man 
setzt x-f-iK'. Wendet man zu dem Ende die Formeln , 

site 19 an, so erhalt man, indern man den Exponentialfaktor w 
sst: 

- k R* (x) = - 9 2 (x) 4 - k‘ 0\ (x) 
er: 

9 2 (x) = k H 2 (x) 4- k' 9] (x). 

ese beiden Gleichungen stellen iibrigens alle moglichen al, 

aiscbcn Beziehungen zwischen, unsern vier Funktionen dar, 
hren zuu Kenntniss der Grossen, welche "wir mit. k und k' 1 
ichnet haben, und deren Quadratwurzeln sich auf folgende We 
rch Reihen ausdriicken lassen: 

,/- _ -H(K) _ 2 7 (7+ 2 y -+-2 V q“ -f-2^. 

^ k 0 (K) 1 4 - 2q 4- 2q* 4- 2q 9 4 - 2q 16 4- . .. 

0 (0) 1 — 2q 4- 2q* — 2q 9 4- 2q 16 — ... 

l /k; = WjK) ~~ 1 4 - 2q 4 “ 2q 4 4- 2q 9 4- 2q 16 4- . . . 

e erste k wird der Modul von 9 (x), H(x), 0 L (x), R t (x) genan 
3 zweite k' das Complement des Modul. Wenn man sie als \ 


den sind, geoffnet. Die Grenzen diesi 
ein Feld, welches schon mit so schone 
zu treten, aber was wir hier in Bes 
n. s. w. sagen werden, wird hinreicbend 
die besonderen Abhandlungen zu lesen 
gewidmet sind. In der That muss mai 
Bezug auf x und to untersuchen, um 
Grossen, die all ein von to abhangig sind 
Standpunkte der analytischen Kenntni 
moglich zu sein, zu alien ihren Eigen 
man nur von ihrer Definition als Qui 
Bcihen ausgeht. *) — Bis zu einem ge 
Scjiwierigkeit begreifen, wenn man b< 
so weit Funktionen von to sind, als ma 
und von der Form 

to = a Hb 

annimmt, wo J3 wesentlich versch 
sitiv 1st. Es sind dies in Wahrheit r J 
sich vielen und grade den am haufi 
entziehen. So giebt es fur k und k' 
tenzen von w, und setzt man to = to 0 ~ 
anwenden zu konnen, so bieten sich £ 
— die Grossen k und k' konnen durcl 
Gleichung fur unendlich viel Werthe i 
man hat: 


wo A B 0 ganze Zahlen sind, und B w 
die Anwendung der Anfangswerthe, fin 


A+y 


*) Poisson und Cauchy sind anf zw 

fiolcfiTlflpn rirlpip.linnor rrfc»lrnmm<ir> • 



41 


r Reihen eine gewohnliche Irrationalzahl giebt, so sinci die folg< 
n Glieder nothwendig Transeendenten. So hat man z. B. i 
1 1 

, = i, k = k' = und setzt man o> = i 4- h, so kommt 

n Coefficienten der Entwickelung von k und k' nach waehsend 

* dx 

)tenzen von h das Integral '' r ~ vor. Man sieht hieraus, \ 


br sich diese Reihen von denjenigen unterscheiden, welche die g 
ihnlichen Transeendenten definiren, und wo die Coefficienten imn 
mmensurabel sind. Aber da wir diesen Gegenstand nicht wei 
rfolgen konnen, kommen wir auf unser Thelma zuriick, und woll 
q Benennungen: Modul und sein Complement, welche wir k r 
gegeben haben, rechtfertigen, indem wir die Gleichung 


iweisen. 


k 2 4- k' 2 = 1 

Wir haben folgende Beziehungen gefunden: 
k 0> (x) = H 2 (x) 4- k' H* (x), 

0 2 (x) = k H' 2 (x) 4- k y 0\ (x). 


Setzen wir in der zweiten x = K, nachdem beide Glieder dm 
! (x) dividirt sind, und bemerken, dass wegen 

9, (x4-K) — 0 (x) 

sh ergiebt: 

0,(K) = _0(O), 


i hat man grade die Gleichung, welche zu beweisen war* — Hier, 
lgt eine Beziehung zwischen den unendlichen Reihen: 

(2\^ q4-2y r q 9 4- 2 q 25 4- 2 q 49 H 

(1 — 2 q 4- 2 q 4 2 q 9 4- 2 q 11 . . .) i 


,.) 4 
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X 3r 
q 

S n 5 + t 
(- 1 )— 

_ 22 (-i)° q 2n 

q2n s -t- n 

= 2 ( ~ 1)n q2n 

22 (- 1 )" q n 

_ 22 ( “ 13 ” q2 
~2 qn ’ 


n -+- a 3n -+■ 
2 q 2~ 


Die Grosse V" kk', welche ebenfalls eine wiehtige Rolle spk 
rd durch folgende Entwickekmg, die den Vorigen ahnlich ist, { 
ben: 


X f—nn q 2n 2 -* 

Y kt' = / 2 Y q ^^—r— 


2 qn ’ 


n. Definition von sin am (x), cos am (x), A am (x) 
DifFerenzialgleichnngen. 


Wir setzen: 


1 H(x) 


]/k # W 


Die erste fiihrt darauf, u durcb einen Sin 
auszudriicken. So hat es Jakobi gethan 
zeichrmngen dieses beriihmten Mathematik 

u = sin am (x), 
v = cos am (x), 
w = J am (x). 

Der Sinus, der Cosinus und die Funktion 
Variable x sind also die drei doppelt peri 
Dies fiihrt uns auf den in gewisser Bezie 
der Theorie, dessen Zweek es ist, sie dun 
gen auszudriicken. — Zu dem Ende beti 
von u, namlich: 

du_1_ W (x) 9 (x) — H (x) 

dx ~ J/jT fJ* (x) 

Diese Ableitung hat wie die Funktion se 
andert nur das Zeichen, wenn man x in 
der Zahler den Werth hat: 

0 (x) = <9 J (x) ^ 

so erhalt man unmittelbar aus den Beziet 
^(x + 2K) = 6* (x) 


0 2 (x -f- 2 i K ; ) = 6- (x) 
welche der Nenner erfiillt, die folgende: 

0 (x -f- 2 K) = — 0 (x 


0 (x 2 iK ; ) = 0 (x) e 
Aber nach dem oben Gesagten (Seite 37 
0 (x) = a, 0 L (x) -+- a 3 0, = (x) 
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m i F'k 
k' 


= /*, 


kommt: 

du •» / -— 

— = /ITW = JX [ (1—u' ! ) (1 — k-u'-“). 


a die Funktion u mit x verschwindet, so stellt die Constante ji i 
p sin am (x) 

renze des Vernaltnisses - fiir x = 0 dar, eine Gren 

x ’ 

e im Allgemeinen von den Grossen K und K' abhiingt. Wir bat 
dessen scbon friiber bemerkt, dass der Ausdruck fiir die Funktior 

x K 

(x), E(x) sicb nicht andert, wenn man x, K, K' durch , 

setzt, und dass man diesen Umstand benutzen kann, nm auf e 
istimmte Art die Perioden zu spezialisiren. Wir werden sons 

neBeziebung einfiihren, deren Zweck es ist, die $renze ? m &D1 

eich Eins zu macben, um in dieseni wesentlicben Punkt den Si] 
jr Amplitude mit dem trigonometrischen Sinus in Uebereinstimmi 
i bringen. Man hat: 

sin am (x) 
x 

1 2y q-sin 2K ^l—2q 2 cos^4-q*j^l-2q 4 cosg + q’J... 
- 2q cosfn- q-^ ^1 — 2q 3 cos g-f- q 6 ^ ... 
itzen wir fiir x = 0 

_ J: ji V'qa-qW-q^a-q 6 )*..- 
~ J/k K (1-qP (l-q 1 ) 2 (1 q s )^.. 
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stellen wolleii. Die and era ergeben sich d 
Gleichungeu: 

u 2 -J-v- = 1, 
k 2 u 2 -f- w 2 = 1, „ 

und sind 

dr 

Sc 

dvr 
^dx 

Allgemeiner hat man: 
d 2n+1 u 

= ( a o + a i^ + a i ul +-.- + { 

d 2n u 

^ = (A () H-A 1 u a +A 2 u‘ + ...-f 

Die Coeffieienten sind gauze Funktionen von k 2 
eine Entwickelung ab, welehe zwischen den Gr 
der Variablen stattfindet, und wo zu setzen ist: 

u = x —2ka f # 2.3 +4 k a (a-H-3) x 2 .3.4.5 

— 8 k 3 (a 3 -f-33 a) j—^^ + 16k 1 (a 4 -f-306x v 

— 32 k* (a s Hh 2746 a 3 -h 8289 a) 


= — uw, 

= — k 2 uv. 


Ebenso ergiebt sich: 
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Gudermann hat die Remerkung gemacht, dass man bis 
rossen fiinfter Ordnung setzen kann: 

- _ sin (x l 'l —t— k -) 

{ 1 H-k- 
id 


V = cos X, w = cos kx, 

iem man nur x 4 - vernachlassigt, was man leicht durch Entwickcli 
lsehen kann. — Man hat nun eiue neue und vollstiindige Definit 
r.drei doppelt periodisclien Funktionen, indem man mit den Di 
Lizialgleiclmngen die Anfangswerthe u = 0, v = 1, w = 1 fur x = 
rbindet. Im Besondern ist die Funktion sin am (x) bestiir 
irch die Gleichung: 

a u du 

x = - - - . 

J„|/(l-u 2 j (1 — k*U>) 

td dies Integral Oder vielmehr das allgemeinere 

F (u) du 

J 1(1 — (1 — k 2 u 2 ) * 

d F (u) eine rationale Funktion ist, hat durch seine Untersuchi 
m Weg geoflhct, auf dem man zu den elliptiscben Funktionen 
ngt ist. Hieraus ersielit man den Ursprung des Ausdrucks: „i 
ikelirte Funktionen 44 , dcssen wir uns ofters bedient haben, da u 
ngekehrte Funktion des Integrals ist, welches zum Werth x 1 
id man kann sich denken, welclie lange Kette von Gedanken i 
3lche Anstrengungen dazu gehorten, urn von hier aus zur Kennti 
;r doppelt periodisclien Funktionen und zu den Beilien, von dei 
r ausgegangen sind, zu gelangen. Aber diese lange Arbeit ist 
e Wissensehaft fruchtbar gewe^en. Denn in Folge dieser Uni 
chungen haben wir erst mehrere durcbaus fundamentalc analytis< 
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umgekehrten Funkfion die Periodicitiit verleiht. 
Abfaandhmg liber die zwisehen imaginaren 
Integrate, die wesentlicben Grundziige diese 
sucbung gegeben. Sie ist vollstiindig dureh 
lichen Arbeit, betitelt: Untersuchungen liber di 
tionen, (Liouville'sches Journal, Jahrgang 181 
auf welche wir den Leser verweisen. Noch ( 
steht in dem vollstiindigen und tieferen Sinne, 
der Analysis mit dem Ausdrucke: Funktion 
iinter den verschiedenen Arten der Abhang 
wesentliche Unterscbiede erkennt und chan 
Wicbtigkeit dieser Unterscbeidungen haben e 
sucbungen gezeigt, zu denen die Theorie der ( 
Arilass -gegeben bat. So sind die Untersucbur 
Zweck es ist, bloss aus der Definition einer Fu 
eine Differenzialgleichung gegeben ist, zu erke 
oder nicht ist, und im ersteren Falle, ob sie 
ist. Die dnrch ihre grosse Allgemeinbeit set 
auf diesem Wege gefunden sind, verdunken \ 
Kiemann**). 


HI. Von den Grossen K ui 


Indem wir die Perioden derart spezialisirtc 

kleines x die Grenze des Verhaltnisses S -- — am 

x 

wurde, gelangten wir zu dem Ausdruck: 


]/k K 


= Yq 


- (i q~) (1- q 4 ) (1- 
_(! — q) (!—q’) Or 


ss, wenn man x = K, und mithin sin am (K) =1*) in den Ai 
ick von sin am (x) durcli ein unendliches Produkt setzt, m 
lalt: 

|/'k = 2\/'q ( 1+ q J ) (i+q 6 )--- T 

L(i+q) (i+q 3 ) (i+q 5 )..• 

vidirt man beide Gleichungen Glied fur Glied, und zieht < 
ladratwurzel aus, so kommt: 


'2K _r (1—q 2 ) (1—q 1 )(l-q 6 )... ~lT (1-f-q) (1-f-q 3 ) (1-f-q 5 ).. 
« LC 1 —q) (!—q 3 ) (i—q 5 )• • • JL(i+ q 2 ) (l+q 4 ) (i+q 6 ).. 

i Ausdruck, der auf bemerkenswerthe Art vereinfacbt werden ka] 
enden wir zu dem Ende die Eulefsche Gleicbung an: 


(l+q) (1 -+-q 3 ) (1-t-q 3 ) ... 

hat man: 


(l- q *)(l_(1 — q 6 )... 
(i — q) (1 —q 3 ) (1 — q 3 )... 
1 

(1 — q) (1—q 3 ) (1-q 5 )...’ 


(i—q~) (i—q 4 ) (i—q 6 ) • • • _ 

(1 q) (1 q 1 ) (1 q s ) • •. 

X 

id da man hat: 


(1-q 2 ) (1-q 4 ) (1-q 6 )... 
(1-f-q) (1 + q 2 ) (1-f-q 6 )..., 


(1-t-q) (1-f-q 3 ) (1 -f- q 3 ) ... = (1-Hq) (1-f-q 3 ) (l-f-q ! ) ... 

X (1-f-q 3 ) (1+q 4 ) (1-f-q 6 )..., 


V otr 

_ alle Nenner verschv 

' TT. 


m, er nimmt die Form an: 
/2K .. .. , 


= [(1—q 3 ) (1 — q 4 ) (1 q°)• • •] [(l + q)(l+q 3 )(l + q 5 ).. 


3 tzt man also in der oben bewiesenen Formel: 
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x = 0. so ergiebt sich : 

H l |0 = 1+2q 4 -*2q 4 -fr-2q 9 = (1 —c 

[(1+q 

imd hieraus folgt ein Result&t ; das in dor 
Fiinktionen von holier Wichtigkeit ist: 

if-*. (0) = l + 2q + 2q' 
Mit Riieksiclit uuf die Gleicliungen 

I T _ E!E> - E ‘ (Q) 

' k & (K) (0) 

i r, _ <tM 

f k ~ 0 t (O) 

leitet man hieraus die beiden andern ab: 

| -f = IJ I (0) = 2^q + 2W + 2> 

| 5^ = 0(0) = 1 —2q-f-2q 4 —2q' 

Nor die Grosse K giebt Beziehungen von c 


K', die in andrer Weise in dem Ausdruck < 
scheint ahnlicher Reihenentwickelung nieht fi 
driickt man in ahnlicher Weise mit Hlilfe d< 
bestimmt^ Integrale aus: 


K-f) - ±= , k'= f 

K }'(1— u-) (1—k 2 U-) J o 


wie wir beweisen werden. 

Scbon oben zeigten wir, dass sin an 
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jlglich bat sin am (s) = fur s = K + iK- sum \v er ibe 


-x 


du 


1(1—n*) (1- k*u«)’ 


schliesst man, dass: 


K = 


= f -= 


du 


K-f-iK' 


o V(1—u 2 )(l k-u 2 )’ 

du 


XV; 


o }'(1—• 11 -) (1—k 2 tf)’ 
id folglich, indem man Glied fur Glied subtrahirt: 

l 


i K' = f k - 

Ji Viu 


du 


i V(i-u*)~(l—k*n*)' 


itzt man aber 


1 

u = - 7. - 

] l-k'-v 2 ’ 

verwanclelt sicb das letzte Integral in: 

if 1 

b 1/(1—v 2 j (1—k'v 2 )’ 
is das angezeigte Resultat giebt. 

Aber was wir eben gesagt baben, lasst docb eine empfindli< 
icke. In Wahrheit sind wir auf einen der Punkte in der Thee 
r elliptischen Funktionen geratken, welclie neue Untersuchun^ 
fordern, nm in wiinschenswerth erschopfender Weise behandelt 
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u im Integrale auf einander folgen, dnrch 
so dass die vorstehenden Beziehungen 


K 


in Vi 


du 


0 ( 1 - 
1 




du 


o a- 


mir dann einen vollstandig bestimmten Sinr 
Weg zeigt*), welchen die Grosse u = sin am 
x von 0 bis K imd dann von K bis K -f~ i K 
das Argument x zwischen diesen Grenzen m 
setzen sich andern kann, muss man fernej 
sprechenden Wege, die sich daraus ergebe 
Integration in Bezug auf u zu demselben F 
dem Falle, wo man K und K', also aucb x 
die besonderen Gesetze stellt: 


x 



t, 


x 


_ 2iK' 

K -i -r. 

7r 


wo t und t von 0 bis -g in continuirlicher 


wir die hier gestellte Frage beantworten. 

Dass zunaehst sin am m - ist 
Entwickelung: 


'2Kt\ __ 2 Y q sin t — 2 yf q 9 sin 3 t - 
, * / ~~ 1 — 2 q cos 21 2 q 4 cos 4 


sin am 
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deren Anfangswerth die Einheifc ist, in den Grenzen 0 und K 
positiv. In der That kann sie nur Null werden, wenn 

H, (x) = 0, 

8, (x) = 0, 

d. h. (siehe Seite 19) 

x = (2m-f 1) K + 2m'i K y , 
x = (2 m +■ 1) E + (2 m ; + 1) i K', 


und keine dieser Wurzeln ist in dem betrachteten Raume vorh 
da der Werth x = K grade die obere Greuze dieses Raum 

7T 

Hieraus schliessen wir, dass wenn t von 0 bis -g wachst, u 
bis 1 zunimmt, und dass in dem Ausdrueke 


K 


i 


du 


'oVa—u*) (1 — k 2 u 2 ) 
das Integral im gewohnlichen Sinne genommen ist. 
Sei zweiteDs 

_ 2 iK'r 


Da man hat: 




kann man setzen: 


xj 





1 1 — 2 q t , cos 2 r + 2 cos 4 t 
~ jT^ 1 -f- 2 q 0 cos 2 7 -f- 2 q{ cos 4 r" 

was ebenfalls eine reelle Grosse ist*). Mg 
dass die Ableitung in Bezug anf t, die 

r = 0, r = ^ verschwindet, in dem gar 

Null wird, so dass ebenfalls in dem gewo] 
linigen Integration die Gleichung 


i K 1 = 


-ft 


ira-u") a 


2 U verstchen ist, aus der wir gefunden ha 


«•» 1 du 

J 0 J/(l—u' ! ) (1- 


Bevor wir diesen Gegenstand verlasseD, b< 
Schwierigkeit zu zeigen, die, im Falle I 
stattfindet, dass die Annalime, auf die m 
dass man x z. B. von 0 bis K nacli ei 
variiren lassen, dass u bestandig reell se 
andern Worten, es ist im Allgemeinen uni 
drucke 


K V{i —u 2 ) (i - 


das Integral immer gradlinig sei, wie wir ei 
Bei in der That 
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ad — be 
a iee 1 
b =■ 0 
c - 0 
d 


1, 




mod. 


tzt man: 


& = e 


£ 


ergiebt sicb 

/2£x\ (-l)a-i-e-l 

sm an - l = --~- 

\ * ) ik 

2 £l sin x — 2 Y Xl 9 sin 3 x -f- 2 \f £l 25 sin 5 x — ... 

1 — 2 £i cos 2 x 2 £l 4 cos 4 x — 2 21 9 cos Gx + ... ’ 


ls bis auf das Zeichen*) derselbe Ausdruck in Bezug auf St n 
1st, als 

/2Kx\ 1 2 Y q sinx — 2 V q 9 sin3x~h 2 Y q' i5 sin5x — 

1 am \ 7i ) |/k 1 “ ^q cos 2x -h 2q l cos4x—2q 9 cos 6x-f- 

Bezug auf K und K'. Man sebliesst damns, dass $ wie K dui 
s Integral gegeben ist: 

a 1 _du_ 

J 0 y(l-a 2 ) (1— k*u 2 ) ' 

ber wenn b nicht gleich 0 ist, kann der imaginare Wertb 
St = a K -+• b i K' 

.r aus einem krummlinigen Integral entspringen. — Aber folgem 
chtige Resultat bleibt bestehen, wie auch der Weg der Integrat 
i. Die Grossen K und K' namlicb. erfiillen beide immer die line 

_• i _ __- 


Das Integral davon mit zwei willkurlichen Constan 
mithin: 

z = CK + C'K'. 


DIese Gleichung fiihrt zur Entwickelung von K und 
der Form: Es sei 



1.3... 2n 

TO 


und f a die Summe der n ersten Glieder dieser Reil 


-An 

Aueh ergiebt sich daraus folgende merkwiirdige Eig 
wir nacbher auf einem andern Wege kommen wer( 

KJ' — JK' = I, 


WO 


J 



k 2 u* du 

|/[l—u 2 ) (1—k 2 u 2 )’ 


J' 



k 2 


2 —1; 


F. Addition der Argiimente. AbeFs( 
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)sinus dieser Bogen selbst geben. Dieser ausgezeiehnete Analytil 
,r in der Geschicbte der Wissenschaft, so zu sagen, durch se 
vination berlibmt geworden ist, fand unter algebraischer F( 
,s Integral der Gleichung: 

^ du ^ du' _ ^ 

^ . ]/(l— u’) (1— k’u 3 ) + V(I^u' 3 ) (l_k 2 U' J ) 

es Ergebniss aber giebt eben den Sinus der Amplitude von 
mme zweier Argumente, wie wir es eben ausgesprocben hat 
izeichnet man namlich die willkiirliche Constante mit C, so 
s Integral: 

0 , uj/a—u' 2 ) (l-k 2 u'») + u'J/(l-u’)(l-k 2 u 2 ) 

> 1—k 2 u*u'* 

Setzt man nun: 

u = sin am a, 
u' = sin am a', 

nimmt Gleichung 1) die Form an: 

da Hh da' = 0, 

ebt also unmittelbar . 


a ■■ I a* “ c. 

m hat also das Integral derselben Differenzial- Gleichung un 
ei verschiedenen Formen, und um die Beziehung, welche zwiscl 
iden Constanten stattfindet, aufzustellen, muss man von einem ; 
s andere iibergehen. Zu dem Ende bemerken wir, dass c offenl 
r Werth von a, fur a' = 0 ist. Macht man also auch in Gleiehr 
a' = 0 und folglich u' = 0, so giebt dieselbe c = u = sin an 
,e Beziehung zwischen den Constanten ist also 

C = sin am c. 
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I. Abel’sclier Satz. 

Die Atisdrtieke fur sin am x, cos am x, L 
u. s. w. erfiillen folgende Beziekungen, welc 
dieitat dieser Funktionen geben ; 

I. sin am (x -+» 2 K) = — sin 

sin am (x -f- 2iK J ) = Hf- sin , 

H. cos am (x -f-2K) = — cos 

cos am (x -f- 2 i K') = — cos 

III. J am (x + 2K) = + J ai 

J am (x 2iK') = — J ai 

Man bemerkr, dass die drei Funktionen i 
bis auf das Vorzeicken wieder einstellen, so 
Combinationen zu zweien unter diesen Vorzei( 
jeder der Funktionen ein specielles Kennzeic 
gewisser Weise alle allgemeineren Funktionen 
welche aus sin am x, cos am x, J am x zusair 
Bezug auf die Perioden dieselben Beziehunge: 
namlich unter F (x) und $ (x) zwei ganze 
ziiglich vom Grade n und n—1 versteht, unc 

d sin 2 

(p x (x) = sin am x F (sin 2 am x) -^ 

d cos £ 

<f 2 (x) = cos am x F (cos 2 am x) H-^ 

<f z (x) = J am x F (J 2 am x) -f- —^ 


so hat man wie oben: 
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Diese verschiedenen Ausdriieke sind zu dem Theorem, welc] 
r geben wollen, noting. Mit ihnen ist jedoch noch der folgei 
verbinden, dessert Kennzeichen in der vierten Combination 
dit, welche noch unter den Yorzeichen im zweiten Gliede m 
h ist. 

<p (x -f* 2 K) = -f- <p (x), 
op (x-f- 2 iK') = ~h <p (s). 

Seien F(x) und F z (x) Polynome beziiglich vom nten und n—2 
:ade, dann ist <p (x) von der Form: 

dz 

9 O) = F O’) + jfc 2 F, (z 2 ), 

) z sowolil sin am x, als cos am x oder j am x bedeuten ka 
i aber, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, z=sin an 
i dann den Zaliler und Nenner von (p (x) hinstellen zu konn 
3nden wir den Ausdruck; 

z _L £0) 

yt *« 

, dieser giebt offenbar als Nenner 0 2a (x), derart dass man set: 
nn : 

, & o> 

9 0 ) ~ (jp^ ( x )‘ 

i man nun hat: 

# 2n (i + 2 K) = 6> 2n (s), 

, -2o£ (i+ili') 

02° (x + 2 i K') = 0 2 ° ( x ) e K 
giebt die Bcziehung: 

, 0 x = <p x 8- a (x) 
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# (x) = A H (x — «,) H (x - « a ) • • 
wo A ein constanter Faktor ist. 

In der That sieht man mit Hiilfe der G1 

.0 (x — a -h 2 K) =z — H(x — a 
H (x — ct -f- 2 i K') = — H (x — a 
dass man nur die Bedingung anzunehmen brj 
(% L + (X 2 -j— . . . *+" CC2n == 


so dass die Grossen a t , a 2 ... «2n—l willk 
wie der constante Faktor A. Es ist aber auc 
die allgemeinste ganze Fuuktion, welche den < 
auch nur 2n willkiirliche Constanten erhalt. - 

m= + co 

^ 17T3C 

0 (x) = t a m e™ K 

m =— co 

oder was dasselbe ist: 


*M=X ; 


so giebt die zweite der Beziehungen 1): 

a m 2a ^ &m j 

es bleiben also in dem Ausdrucke fiir (p (x) 
a 0 , a A .. . a2n—i* Somit kann man setzen: 

I a> M - A H (x — a ‘) H ( X — ^ 
f y J # in (x) 
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, \ — A 1 H(x — aJ -g(x—« a ) . .. ff(x— g-in-n) 

W #2n+l qq > 

_ A, i?, (x— g t ) g, (x - a J ... g t (x— q 2n -n) 
rs W — <y*i+i (x) 

„ ,_s _ A 3 ^ 1 (x-a 1 )^ l (x—a,)... 6>,(x—« 2n +i) 

9z ( > ~~ 6»2“+i (x) 

ter den Grossen a findet die Beziebung statt: 

a l •+■ a 2 •+*... -f- ct 2 n+i * 0. 

der Folgerung, welcbe wir bieraus zieben werden, bestebt c 
>el’scbe Satz im eigentliclien Sinne. 

Zu dem Ende geben wir von den auf (p (x) und <p k (x) bezi 
ben Gleichungen aus, wo die Funktion H (x) vorkommt, welc 
iichzeitig mit x verscbwindet, und so die Wurzeln der Gleiebung 
(x) = 0, <p v (x) = 0 giebt. 

Betrachten wir im Besondern die Funktion <p (x), bei weld 
b drei versebiedene Falle darbieten, die den Bedingungen e 
recben: 


z = sin am x, 
z = cos am x, 
z = ZJ am x. 

e Polynome F und F t entbalten 2n Constanten. Indem man c 
>efficienten von z 2n gleicb der Einbeit setzt, kann man die andi 
lefficienten durcb die Gleicbungen ersten Grades bestimmen: 

<p (a,) = 0 , <p (a 2 ) = 0 . . . <p (a-2n-i) = 0 . 

inn zeigt uns aber die Beziebung I, dass aucb fur x=« 2 n <p (x) = 
~ rl b rraob dp.r Perl in cm nrr welebe flip Grosser! cl verhindet. f 
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fiir z = sin am x, 
fiir z = cos am x, 
fii r z = A am x, 



Diese Polynome lassen sich in Faktoren zc 
erhiilt man: 

(z 2 — sin 2 am a t ) (z 2 — sin 2 am « 2 ).. . ( z * — 
X [z 2 — sin 2 am (a L - 

im zweiten: 

(z 2 —cos 2 ama J ) (z 2 — cos 2 am a 2 ) ... (z 2 - 
X [z 2 — cos 2 am (g^- 

endlich im dritten: 

(z 2 — #ama J )(z 2 — J 2 ama 2 )... (z 2 — A 
X [z 2 — d 2 am(« ] + 

Die hier aufgestellten IdentitUten geben 
wenn man z = 0 setzt. Wenn man namlie 1 
Fallen unter L, M, N das Grlied im Polynom 
z nicht enthiilt, so bat man die Beziehungei: 


sin am (a L -ha 2 - f-... +«2u—l) 


sin am a L sir 


cos am (a L +a 2 -h ... 


cos am« l cc 


Jam(a,H-a J +...+a i „_i) - j am a _ j. 



eser zweite Satz wiirde den Werth von 

sin 2 am (a t -f- -f-. . . -h «2u) 

ben, wo eine grade Anzalil von Argumenten vorkommt, aber i 
ste bat den Vorzug, gleicbzeitig zu den Ausdriicken von: 

sin am (a l -h a> -h ... -h « 2 u—1)> 
cos am (jx t Hf— (%.> •+* • • • ~i~ C£ 2 n—l); 

J am + a 2 + . . . + « 2 n— 1 ) 

ftibren. Die Bedingung, dass die Anzahl der Argumente ungi\ 
,, kommt niclit in Betracbt, denn man kann ja eins davon gb 
ill setzen. Wir baben aber nocb eine Folgerung zu zieben. 1 
:merken namlicb, dass die Gleicbungen: 

<p (a L ) = 0, <p («.>) = 0 . . . <p («2n-i) = 0 

ler abgekurzt : 

<f («i) = 0 

s Coefficienten von F und F t rationale Funktionen folgen 
rossen ergeben: im ersten Falle, fur z = sin am x rationale Fu 
men von 

d sin am a\ 1 

sin am a\ und - 1 -= cos am a\ J am ai , 

d«i 

zweiten fiir z = cos am x von 

d cos am ua . , 

cos am a\ und - 1 -= — sm am a\ A am a\ , 

cl o.\ 

i dritten Falle endlicb fiir z = A am x von 
d J am «i . „ . 

A am und - - A -= — k 2 sm am (Ja cos am a - x . 

U CL\ 

Dies ist die Form derjenigen Grossen, welcha wir so eben 
M N bezeichnet haben, und mitliin aucli die der Werthe von 


H Formeln fiir die Addition zweier Arguments 


Wir werden die vorhergehenden Siitze auf den Fall dreier Argu- 
mente a y a 2 a 3 anwenden, von denen wir das letzte gleieh Null 
setzen-, wir nehmen: 

dz 

<P (x) = (z 4 + az 2 + b) -4- cz 

Im Falle, wo z = sin am x, nimmt die Grundgleichung die Form an: 

/dz\2 

(z 1 +az 2 + b) 3 ~c 2 z 1 ( = z 2 (z 2 — sin 2 am a t ) (z 2 — sin 2 am a 2 ) 

X [z 2 — sin 2 am(a 1 + a a )], 


so dass man also b = 0 setzen muss. Lasst man aus beiden Glie- 
dern den Faktor z 2 weg, und setzt dann z = 0, so ergiebt sich: 


sin am (a, -f- a.,) 


+ C 

sin am a l sin am a 2 ‘ 


Die Gleichungen <p (aj = 0, (p (a 2 ) = 0 geben dann: 

sin 3 am a y + a sin am^ + c cos am a l A am a l = 0, 
sin 3 ama 2 H-asinama 2 H-ccosama 2 Zlama 2 = 0, 

also: 

C 

sin am a, sin am« 2 

_ _ sin 2 ama t — sin 2 ama 2 

sinama 1 cosama 2 Zlama 2 —sin am a 2 cos am a, zlama, * 

Fiir a 4 = 0 reducirt sich dieser Ausdruck auf sin am a„ man muss 
also in der Formel das obere Zeichen nehmen. Multiplicirt man 
noch Zahler und Nenner des Bruches mit 

sin am a, cos am a 2 A am a 2 + sin am a 3 cos am a L A am a, 

und lasst im Zahler und Nenner den Faktor sin 2 am a l — sin 2 am a 2 
weg, so ergiebt sich: 

sin am (a t -f- a 2 ) 

_ sin am a, cos am a 2 A am a 2 -f- sin am a 2 cos am a L A am a, 

1 — k 2 sin 2 am a L sin 2 am a 2 


ndern Fallen, wo z = cos am x und z = J am x ist, hat 
hung: 

, , , dz 

z 4 -f- az 2 -f- b -f- cz , =0 

dx 

el z = 1, welche dem dritten Argument, das man gleich 
:tzt hat, entspricht. Man kann also setzen: 

z 4 az 2 -t- b = (z 2 — 1) (z 2 -+- m); 

t fiir z = cos am x zu den Gleichungen: 

„ cos am a. d am a. 

cos 2 am a. -f- m -f- c-;— J -= 0, 

1 sin am a 


cos am a, d am a. 

cos 2 ama., + m + c- : —■- - 

sm am a. 


= 0 , 


lem Werthe: 
cos am (a, 


-a 2 ) 


± m 


cos am a t cos am a 2 

hat man fiir z = d am x die ganz ahnlichen Beziehungen: 

. cos am a. /lama. _ 

/)’- am a. + m + c-:-= 0, 

1 sm am a. 


cos am a, d am a, 

c-= 0, 


d am (a, -+• a t ) 


+ m 

d am a L d am a 3 * 


! Rechnung, die ganz analog derjenigen ist, welche sich auf 
s bezieht, giebt folgende Formeln: 


( a i *+■ a i) 

cos am a, cos am a 2 — sin am a, sin am a 2 d&ma t d am a., 
1 — k 2 sin 2 ama 1 si^ama^ 


-h a j 

d am a t d am a 2 — k 2 sin am a l sin am a., cos am a l cos am a., 
1 — k 2 sin 2 am a, sin 2 am a 2 


■ei Formeln, welche wir aus dem Abel’schen Theorem ab- 
tiaben, heissen mit vollem Rechte Grundformeln, denn sie 
rollstandig aus, die Funktionen sin am x, cos am x, d am x 
ren. Aus den ersten Abhandlungen Abels und spater aus 
eiten Gudermanns, eines der besten Schriftsteller, welche 
e, Theovie der clliptischen Funktionen. 5 


liber die Theorie tier clliptischen Funktionen gesclirieben haben, 
kann man sebcn, wie daraus die doppelte Periodicitat folgt; ferner 
die Ausdriicke fur sin am (nx), cos am (nx), J am (nx), wo n eine 

beliebige ganze Zahl ist, Ilieraus leitet man, indem man statt 

x setzt, und zur Greuze fur n = oo ubergebt, die analytischen Aus- 
driicke in der Form von Quotienten der Reiben 9 und H ab. Wir 
setzen uoch folgende Formeln bin, die sicb unmittelbar aus den 
obigen ergeben: 
sin am («, — « 2 ) 


sin am a, cos am a 2 J am a 2 — sin am a 2 cos am a, J am a, 



l—: 

k 2 sin 2 am a. 

sin 2 am a 2 ’ 

cos am (a, 

— «,) 




cos am a, cos am a 2 

+ siii am a. 

sin am o. 2 J am a, J am a. 


1 — 

k 2 sin 2 am a, 

sin 2 am a., ’ 

J am (a, - 

~«a) 




Jama, Jam a 2 +k 

sin am a, sin am a 2 cos am a, cos am a 


1- 

- ksin 2 am a 

, sin 2 am a 2 


Durcb Addition und Subtraktion ergiebt sicb bieraus: 


sin am (a,+« 2 )-+-sin am (a,—a 2 ) = 


cos am (« t +a 2 ) + cos am («,— a 2 ) = 


2 sin am «, cos am a, J am a 2 
1— k- sin 2 am a L sin 2 ama 2 ’ 
2 cos am a, cos am « 2 
1 — k 2 sin 2 am a, sin 2 am a„ ’ 


J am (c^+aj -Mam (a,—a 2 ) = 


2zIama 1 Z)ama 2 
1 — k 2 sin 2 am a, sin 2 am a 2 ’ 


sin am (aj + aJ — sin am (a, -- a,) 


2 sin am a 2 cos am a l J am a L 
1 —k 2 sin 2 am a L sin 2 am a, ’ 


cos am (a, — a.) — cos am (a L -+- a 2 ) 

_ 2 sin am a L sinama 2 A am o. y A am a , 

1 — k 2 sin 2 am a”sin 2 ama 2 ’ 

J am (a, — a 2 ) — J am (a, + a 2 ) 

_ 2 k 2 sin am a, sin am a 2 cos am a, cos am a, 

1 — k 2 sin 2 am a, sin 2 am a 2 
Indem man in den drei Ietzten Gleicbungen: 


a L « 2 = x, 


tj — a 2 = 



•halt man alle Werthe von x, welche die Gleichungen er- 


sin am x = sin am a, 
cos am x = cos am a, 
d am x = d am a, 

ersten Falle erkennt man leicht, dass alle Auflosungen der 
jenden Gleichung mit denen der folgenden Gleichungen 
;immen: 


sin am —= 0 oder co, 

x+a _ 
cos am —g— = 0, 


d am —g— = 0. 


bar aus den Formeln, welche Seite 19 fur die Wurzeln der 
gen 

(x) = 0, H (x) = 0, <9 t (x) = 0, H x (x) = 0 

sind, sieht man, dass sich ergiebt: 

x = a + 4m K + 2m'iK', 
x = a Hh (4 m -f- 2) K + 2 m' i K'. 

fur: 


cos am x = cos am a 


x = +a + 4mK + 4m'i K', 
x = + a + (4 m + 2) K + 4 m' i K', 
facher: 

x = = j = a-4-2m(K-f-i K') + 4m'i K' 


d am x = d am a 
x = -fa + 2inK-f 4m'i K'. 

q Formeln bedeuten m und m' beliebige ganze positive Oder 
Zahlen, Die Formeln fur die Addition zweier Argumente 
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geben noch zu vielen andern Bemerkungen Anlass. Beschranken 
wir uns hier auf diejenigen Ergebnisse, welche sich auf die Ver- 
doppelung und auf diejenigeu Werthe beziehen, wclclie die drei 
Funktionen annehmen, wenn man das Argument gleich einer halben 
Periode setzt. Die ersteren ergeben sich unmittelbar aus den 
Grundformeln: 


sin am 2 a 


2sin am a cosamaJama 
1—k 2 sin 4 ama 


1— 2sin 2 ama-4-k 2 sin 4 ama 

cos am 2 a =-::- ; -> 

1 — k 2 sin 4 am a 

. _ 1 — 2 k 2 sin 2 am a -4-k 2 sin 4 am a 

Jam2a =-^■ , -. 

1—k 2 sin 4 am a 

Hieraus ergeben sich folgende Werthe, die von Gudermann her- 


K _i_ 

2 ~ ]/!+?’ 


k' 

Vw’ 


A am ~ = ]/k‘ ; 


. iE' i 

sm am -pr- = —— 

2 )/k’ 

iK' i 
cos am -pr- = —■ - 

2 V l+k 5 
•Zlam 1 -^- = yi+k. 


sin am 


'K > 


yi— k' ’ 


cos am (?-{-«■) = 

4am (j± iK ') = =F> 



sin am 


l= i^ 

cos am 



d am 

(^) 

I = J/TTk; 

sin am ( 

^K + iK'^ 

^ 2 ; 

-v^f. 

cos am | 

aC + iK'\ 
V 2 ; 


d am( 

/K + iK'\ 

, 2 ; 

II 

pr 

+1 


III. Von der Multiplication der Argumente. 

er wiehtige Theil der Theorie dor elliptischen Funktionen 
ge mit der Theorie der Transformation vcrkuiipft, mit der 
bier nicht beschiiftigeu werden, dass wir uus auf die Mit- 
einer kleinen Anzahl von Ergebnissen beschranken miissen. 
zuuachst n eine grade Zahl, und setzen wir: 

n 2 


lan: 


sin am (nx) 


cosamxd amx 


sin amx-f-A'sin 3 amx-f-...-4-G'sin 2m — 3 amx 
1 -f- A sin 2 am x-f-... -f- H sin 2m am x 


1) 2 cos am (nx) 


1-f- A\ cos 2 amx-4-... —f-H', cos 2 ! 11 amx 
1 -4-A t cos 2 am x-f-... -4- H t cos 2m am x ’ 


“ 1-4-A' a J 2 amx-f-...-4-H' a J 2m am x 

1)2 am (nx) i_f_A a Zl 2 amx-4-. . .-4- H a Zl 3m amx 


n 2 — 1 

ir n ungrade und setzen wir m = — x — so hat man: 


siaamx-+- a , sin 3 amx-f-...-f-h , sin 2tn - < - 1 amx 
smam(nx) =s n i + asin' 2 amx+.. . + bsin 2m amx ’ 

cosamx-4-a', cos 3 amx-+-... -+-b', oos 2m+1 amx 
co.im(M)=n 1+aj cos = amx+ .TS-h, cos*- am x 1 

, , , Jamx+a', J 3 amx-f-...+h' 0 A 2m+1 amx 

J am (ux) = n 1 + ^ h./jam amx 

Alle Coefficienten in diesen verschiedenen Formeln sind rationale 
und gauze Funktionen von k 2 . Zu ihrer Bestimmung bat Jakobi 
fur den Fall, wo n ungrade ist, folgenden Satz gegeben. — Sei 

u Up 

sin am (x) = y=, sin am (nx) = ferner U = q , P und Q 

ganze Polynome in Bezug auf u sind; mache man 


so geniigen diese beiden Polynome der folgenden linearen particllen 
Differenzialgleicbung : 


u 2 (n 2 —l)u 2 z + (n 2 —1) (au — 2u 3 ) — 


d 2 z dz 

- (1 - a u 2 -f- u«) ^ = 2n 2 (a» _ 4) 


€r. Von den Funktionen zweiter und drifter Gattung. 

Man kommt auf dieselben durch die Betrachtung des Integrals 
J F (sin am x, cos am x, d am x) dx, 

wo F eine beliebige rationale Funktion anzeigt. Mit diesem wollen 
wir uns jetzt beschaftigen. 

Sei wie oben: 

u = sin am x, 
v =s cos am x, 
w = A am x, 



an leicnt, class das Integral sich auf die Form bringen 


J* (A -f- Bv -+- Cw -+- Dvw) dx, 

J D rationale Funktionen von u allein sind. Hierans folgt 
ler Theil 

Adx 

ntersucbt zu werden brauclit, denn fiir die beiden folgenden 
st sich die Integration auf die von Quadratwurzeln aus 
ten Funktionen zweiten Grades zuriickfuhren, wenn man 
ohiingige Variable betrachtet, und der letzte Theil fiihrt 
rationale Funktionen. Also nur aus dem Ausdrucke / Adx 
moglichcrweise durch Integration ueue Funktionen er- 
ad diese Vermuthung wird sich durch die folgenden Be¬ 
rn als richtig erweisen. 


A = 


<P (n) 

•p «’ 

cp ganze Polynome bezeichnen. Indem man Zahler und 
ss Bruches mit <p (—u) multiplicirt und setzt: 

<P ( u ) <p (—u) = 

<p (u) <p (—u) = (J> (u 2 ) H- u (u 2 ), 
ser Integral in die beiden folgenden: 


JV(u 2 ) dx ’ J U 


(u 2 ) 
& (u a ) 


dx, 


das zweite ebenfalls auf Wurzeln von Ausdriicken zweiten 
iriickgefiihrt werden kanu, denn setzt man u 2 = t, so 


1 ^i(t) dt 

2 } $ (t) J/(i—t)(t—k 2 t)‘ 


habeu tins also bloss mit dem ersten Integral zu be- 

0 (u 1 ) 

welches man durch Zerlegung von in Partial- 

f Ausdrucke von der Form bringen kann: 

dx 




J J "(1—U-) (1— k 2 u 2 ) ’ J (1 -au 2 )P j/(l—u 2 )(l—k 2 u 2 ) ‘ 

Diese Ausdriicke aber konnen, wie wir gleieh sehen werden, auf 
ihren einfachsten Fall, wo n = 1 und p = 1 ist, zuriickgefiihrt 
werden, — Gelien wir zunachst von der Gleicliung aus: 

= m u m—1 ]/(l^-u^)(l_k 2 u^), 

welehe durch Differenziiren giebt: 

= m(m—1) u m — 2 —m 2 (lH-k 2 )u ra -f-m(mHhl)k 2 u m+2 . 

Indem man beide Glieder dieser Gleichung in Bezug auf x integral, 
find fit man folgende Reductionsformel : 

= m(m—1) Ju m ~ 2 dx — m 2 -(l-4-k 2 ) J u m dx 

-+- m (m-f-1) k 2 J u m+2 dx. 

Sie zeigt, wie man naeb und nach das Integral, in welchem m = 2n 
ist, auf dieFiille, won = 0 und n = list, zuriickfuhren kann. Der 
erste giebt einen Ausdruck, der der Variablen proportional ist, der 
zweite fiihrt ein neues analytiscbes Element in die Tkeorie der ellip- 
tiscben Funktionen ein. 

Wir fiihren als constanten Falctor das Quadrat des Modal ein, 
und setzen: 

Z (x) = I k 2 sin 2 am x dx. 
do 

Dies ist die Funktion, die wir von jetzt an als die z we iter 
Gattung bezeichnen wollen. 

Geben wir femer von der Relation aus: 


ul/(l_u 2 ) (1 —k 2 u 2 ) 
(1 — au 2 )p~t 


= (2p—2) f 1-f- 


1-hk 2 


(2 P -3)(: 




dx 


(1 — au 2 )p 


l+ : 


2+2k 2 3k 2 ' 






■ (2P-4) 




dx 


(1—au 2 )P— 



luuir uic x. uiiiLLiuu crHLiuiig, aer zwene einen aer 

n proportionalen Ausdruck, also nur der dritte fiihrt zu 
uen Funktion, die wir unter der Form: 

J Au 2 dx 
1—an 2 ’ 

wir statt: 

J dx 
1 — a u 2 

;n, untersuclien wollen. Es sei hier: 
a = k 2 sin 2 am a, 


n u k 2 sin am a cos am a Jama sin 2 am x dx 

7 (x, a) = | - z ---—-, 

v J Jo 1—k 2 sm 2 ama sm-amx 

,sc Funktion bezeicbnen wir als die der dritten Gattung 


lusdruck der Funktionen zweiter und dritter Gattung 
in 0 (x). 

en haben wir folgende Gleichung aufgestellt: 

dsiuamx H(x— ccJHfx— a.,')H(x a 3 ) 

sin 2 am x +A) +B —=0--, 

Joefficienten A und B durcli a l und a 2 ausgedriickt werden 
wenn man setzt: 

d sin am « 

sm am GCj (sin 2 am a, -f- A) -4- B-r-= U, 


, . d sin am a, _ 

sm am a 2 (sin 2 ama 2 + A) + B-r-= = U. 


— a s 
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« 3 = 0 

nach der Bedingung: 

a L + « 2 + o-t = 0 , 

so findet man: 

B = 0, A = — sin 2 am a 

und folglicb: 

. „ N ^ i7(x+a)77(x—a)Af(x) 
sin am x (sm 2 amx— sin 2 am a) = U--‘ 


Bestimmen wir C, indem wir x = 0 setzen, so wird schliesslich: 

0> (0) 77(x+a) iJ(x—a) 
k 0 2 (x) 9 1 (a) 


- sin 2 am a = - 


Diese wichtige Beziebnng nimmt, wenn man a durch a + iK' ersetzt, 
die neue Form an: 


1—k 2 sin 2 am a sin 2 am x 


0 2 (O)0(x+a)fl(x-a) 
0 J (x) 0-(a) 


Hierzn kann man auch leiclit vermittelst der Identitat: 


1 J3 (x+a) H (x— a) . , . , . 

7 T 7 —;— T7T7 -\ = sm am l x+a) sm am (x — a) 

k 9 (x+a) 9 (x—a) K 1 y ' 

_ sin 2 am x — sin 2 am a 

1— k 2 sin 2 am a sin 2 am x 


gelangen. Nimmt man jetzt auf beiden Seiten unserer Gleicbung 
die Logaritbmen, so ergiebt sich: 


lg (1 - k 2 sin' 2 am a sin 2 am x) = lg 9 2 (0) + lg 9 (x + a) + Ig 0 (x—a) 
21g0(x) —21g0(a), 

und hieraus erhalt man, wenn man in Bezug auf a differenziirt und 
in Bezug auf x integrirt: 


r 


k 2 sin am a cos am a A am a sin 2 am x dx 
1 — k 2 sin 2 am a sin 3 am x 


= U (x, a) 


0‘ (a) 1 , 


9 (x—a) 
# (x+a)' 


Das ist der analytiscbe Ausdruck der Funktion dritter Gattung, wie 
ibn Jakobi entdeckt hat. 


Wenn man durch a dividirt und dann a = 0.setzt, erhalt man: 



_ o q—4q*-h9q 9 — 16q lfi -f-25q 2s — ... 

^ ~ 1 — 2q-+-2q 4 — 2q 9 -t-2q 1,i — .. . 

3 ist der Ausdvuck fiir die Funkticm zweiter Gattung, den 
Jakobi gegeben bat, und der uns zugleick zu den Grund- 
ften dieser Funktion fiihren wird. 


II. Von der Funktion Z (x). 

evste ihrer Eigenschaften ist, dass sie fiir jedeu reellen und 
en Werth der Variablen nur eine einzige Bestimmung zuliisst. 

gt auch aus der Betrachtung des Integrals J^k 2 sin 2 am z dz 
bar. In der That ist fiir eine beliebige Wurzel der Glei- 


sin am (z) ’ 

fiir: 

z = 2mK + (2m'-f-l)iK' 

jprechende Residuum*) von k a sin 2 am z, d. h. der Coefficient 


'n 

k ? sin*am[2mK-f-(2m'-f-l)iK'-f-£] = -r-r- 

L ^ J J sm 2 am e 

Slull. Denn sin 2 am £ entlialt in seiner Entwickelung nur 
J otenzen von £. Die Integration, welclie Wege auch die 
3 z zuriicklege, fiikrt daher nur zu einer cinzigen Bestim- 
Wir konnen also oline Zwcideutigkeit, indem wir uns der 
rass’scken Bezeicbnungen bedienen: 

J = k 2 sin 2 am xdx, 
do 

J K+iK' 

k 2 sin 2 am x d x 
K 


Die zum Verstandniss nothwendigen Satze des Cauchy’schen Re- 
■lculs enthalt der Anbang. D. U. 


JJiese urossen neissen vousiauuigB x i^uueu iiveuer 
Gattung, und sind mit den vollstaudigen Fuiiktionen der ersten 
Gattung K und K' durch die schon erwahnte Gleicliung verbunden: 

KJ' — K'J = 

welche wir jetzt beweisen wollen. 

Zu dem Ende setzen wir nacb einander 
z = K, 
z = K -f- iK ; , 

in der Grundgleichung: 

zw = :*-g-^. 

Die erste Substitution giebt augenblicklich: 

J = CK, 

da 

9' (K) = 0. 

Was die zweitc anbetrifft, so geben wir von der Beziebung, 
welche Seite 18 gegeben ist, aus: 


0, (x -f- iK') = (x) e 


aus ihr ergiebt siclx: 


lg 9, (x+ iK') = lg R, (x) - ~ (2x + iK'). 

Differenziirt man in Bezug auf x, so erhalt man: 

9\ (x ■+• i K') H\(x) in 

9, (x i K') ~ H l (x) 2K‘ 

Setzt man x = 0, so wird die Ableitung der graden Funktion (x) 
verscbwinden, und man bekommt: . . 

9\ (iK') 9‘ (K ~h iK') ivr 

S L (iK') “ 9 (K -t- iK') “ “ 2K’ 

hieraus folgt: 

Z(K + iK') = f(K + iK0 + ^, 

und folglich: 


•setzt man £ durch =, so hat man die zu beweisende Glei- 
iv 

1st der Modul k reell und kleiner als Eins, so kann man 
J' durch gradlinige Integrale ausdriicken: 


J 


J' 



k 2 x 2 dx 

V(l—x 2 ) (1-ZFx 3 )’ 


k 2 x 2 dx 

l^—i) 


,nz wie fiir K und K' erhalt man die Reiken: 


3 lg 1+1 - (3-3.) - ~ (3-3,) (3—5,) - 


1 3/IV 5 /1.3\ 2 

8 2 k2+ 4\T) k4+_ 6'(o) k6 " 


> k 2 H 


k<+...- 


3_/l\ 

2 ^ 4 \ 2 

1 2n-l/1.3...2n — 3V 

2 2n \2.4...2n—2/ 


8\2.4.6/ * H 
1.3...2n—5 2 
2E=4 k 


(hLll 

\2.4... 


'ejenige Eigenschaft der Funktion zweiter Gattung aber, welche 
irakteristisch zu betrachten ist, und welche ihre Einfiihrung 
iz neues analytisches Element in die Theorie der eDiptischen 
nen rechtfertigt, ist die durch folgende Gleichungen gegebene: 

Z (x+2K) = Z (x)-f-2 J, 

Z(x+2iK‘) = Z (x) + 2 i J'. 

3eziehungen, welche sich unmittelbar aus den Grundgleichungen: 
6>(x+2K) = 9 (x), 

— (x -f* i KO 

6 (x -j-2iK') = 9 (x) e 

n, wenn man die logarithmischen Ableitungen nimmt, definiren 
That eine neue Art yon Funktionen, welche eindeutig sind, 
ch, wenn man die Argumente um die Grossen 2K und 2iK' 


vermehrt, mit mnzunigung eraer cmnsumien repruuueireu. apaier 
wird man die Wicbtigkeit. dieses Kennzeichens eiusehen, welches 
nicht mehr mit der doppelten Periodicitat iibereinstimmt, aber sich 
enge an dieselbe anschliesst. — Man gelangt iibrigens dazu noeh 
auf eine andere Art, indem man von der Gleichung ausgebt: 


Z ;'x+a) = Z (x) -f- Z (a) -f- k 2 sinamx sinama sinam (x-f-a), 
d. b. von dem Additionstheorem der Argumente in der Funktion 
zweiter Gattung, welches Jakobi folgendermassen beweist. — Difte- 
renziiren wir die Gleichung: 






0 (x— a) 
0 (x-f-a) 


in Bezug auf x, so ergiebt sich: 


k 2 sin am a cos ama Jama sin 2 am x 
1—k 2 sin 2 am a sin 2 am x 

_ 0‘ (a) 1 ff'(x—a) 1 <9'(x-f-a) 

~ 0 (aj 2 & (x—a) 2 0 (x-f-a ) 

= — Z (a) + i Z (x-f-a) — i Z (x—a), 


also wenn man x und a vertauscht: 

k 2 sin am x cos am x J am x sin 2 am a 
1 —k 2 sin 2 am a sin 2 am x 

= — Z (x) -f- ^ Z (x-f-a) -f- ^ Z (x— a). 

Addirt man diese Gleichungen Glied fiir Glied, so erhalt man: 
k 2 sinamx sin am a sin am (x-f-a) == Z (x-f-a) — Z(x) — Z(a). 


HI. Von der Eunktion U (x, a). 


Als eine der schonsten Entdeckungen Jakobi’s ist. die Dar- 
stellung von II (x, a), worm zwei Grossen, das Argument x und der 
Parameter a, vorkommen, durch die Beziehung: 


/7(x, a) 


_ x ^) , 1 Ig 0 ( x ~ a ) 
“ X 0 (a) ^ 2 S 6> (x-f-a) 


zu betrachten, in welcher nur die eine Funktion #.nebst ihrer Ab- 
leitung vorkommt. Es mochte selbst wegen der Einfachheit dieses 
Ausdrucks unniitz erscheinen, die Funktion dritter Ordnung mit 


esondern Bezeichnung and als ein eigenes analytisches Ele- 
iinzufiihren. Indess ist diese Bezeichnung durch Legendre’s 
:n, welcke Jakobis Entdeckung vorausgingen, einmal einge- 
und wir werden sie bei der Darstelluug der folgenden Satze 
len. 


ertauschung der Amplitude und des Parameter, 
imittelbar erhalt man aus der Grundgleichung: 

ich: 

II (x, a) — FI (a, x) = aZ (x) — x Z (a), 


lan die Funktion zweiter Gattung einfiikrt. 

ese Eigenschaft kann direkt bewiesen und auf die Integrale 
: Ordnung ausgedebnt werden durch folgende Methode, welche 
Is von Jakobi kerrulirt. 


:i p (x) ein Polynom von beliebigem Grade in Bezug auf x, 
5 jedoch zngleich mit x verschwindet, und 


F(x,a) = J 1 


]/{£>a dx 
(x—a) ]/px 


fferenz F (x, a) — F (a, x) oder die Summe der Integrale 

J x yp& dx e a )/^x da 

o (x — a) ]/px J 0 ( x — a ) l/f»a 
ch ersetzen durch das Doppelintegral: 
e a e x dx da r(^'x-f-jo'a) (x — a) -f- 2 p& — 2 px~\ 

Jo Jo ]/px |/$£>al_ 2 (x - ap J 


aan findet leicht, dass die Grosse innerhalb der Klammer eine 
unktion von x und a ist*), so dass das Doppelintegral sich 
Summe von Produkten von folgender Gestalt zerlegen lasst: 


Die ganze Funktion: 

(qr/x-f-y'a) (x — a) + 2 cp a - 2<jox 
2 (x — a) 

indet namlich fur x=a, wie man durch Differenziircn des Zahlers 
nners erkennt, und ist mithin durch x — a theilbar. D. U. 


e * a™ da r> x x n dx 
Jo J/^>a Jo |/(px 

Der Fall der elliptischen Integralc wiirde sicli hieraus offenbar 
ergeben, wenn man setzte: 

ip (x) = x (1 — x) (1 — k 2 x) 

nnd an Stelle der Yariablen x und a die Gross en —r—- und 

. k 2 sm 2 am x 

sin* am a nalime. 


b) Yon den vollstandigen Funktionen. 

In der obigen Gleichung: 

77 (x, a) - 77 (a, x) = a Z (x) — x Z (a) 

setzen wir: 


x = K und x = K i K'; 


mit Beriicksichtigung, dass 


77 (a, K) = 0, 

77 (a, K -f- iK') = 0, 

findet man: 

77 (K, a) = aZ(K)~KZ (a) = a J — K Z (a) 

und 

77 (K-f-iK') - 77 (K) = iaJ' — iK'Z (a). 


Dies sind also die Wertbe der vollstandigen Funktionen oder 
der bestimmten Integrale: 

pKk 1 sin am a cos am a Jama sin 2 amxdx 


/.K 

^ ^ Jo 1 — k 2 sin 2 amasin 2 amx 

77(K-t-iK') — 77 (K) 


■j; 


K+iK' k 2 8in am a cos am a Jam a sin 2 amxdx 


1—k 2 sin 2 am a sin 2 am x 

Bezeichnet man sie fiir einen Augenblick mit H und iH', so 
ergiebt sich: 

77(x+2K, a) = 77(x, a) + 2H, 

77(x+2iK',a) = 77(x,a)-f-2iH', 
und 

• KH‘ — HK' = 



•ken wir jedoeh m Bezug am die Funktion dritter Gattung, 
wenn man den Weg sicli andern lasst, welcben die Variable 
;r Integration bescbreibt, ein positives oder negatives Viel- 

von 71 ]/_1 binzutritt, so dass diese Relationen nur fiir ge- 

[ntegrationswege stattfinden, wabrend die analogen Beziebungen 
zug auf die Funktion zweiter Gattung keiner Beschriinkung 
ber Art unterliegen. 

c) Addition der Argumente. 

letracbten wir, um einen bestimmten Fall zu baben, eine un- 
Zabl von Argumenten: 

a L , a 2 . . . a-2n+l } 

e durcb die Gleicbung verbunden sind: 

a \ ~f~ a i ~f~ • • • ■+■ a 2n+l == 0. 
ird dann die. Grundgleicbung: 

0'(a) 1 9 (x—a) 

/7(x,a) = x r ^-(-2]g^- r) 

i: 

II (« x , 3.) ~f~ H (ct 2 , a) •+• . , . -+- II (ct 2 n+li 3) 

1 9 (a, ■ a) 9 (a 2 — a) ... 0 (« 2 n+i—a) 

~ 2 ° 9 (cCi-fr-a) 9 («, + a) . . . 6> (a 2 tn-i-+-a)‘ 

Es lasst sich nun zeigen, dass die Grosse unter dem logaritb- 
b.en Zeicben rational ausgedriickt werden kann durch: 

I sin am a,, sin am a 2 ... sin am Gt 2 n+i; 
d sin am a, d sin am a 2 dsin am tX2n+i 
d a y ’ da a ‘'' dGC2n+i 

Zu dem Ende erinnern wir daran, dass, wenn $ ( x ) 11 nf ^ ( x ) 
beliebige Polynome von x von den Graden n und n—1 sind, 
wenn man setzt: 

d sin am x . . 

(p{x) = sin am x$ (sin 2 am x) -f--( sm 3mxJ, 

mde Bezicliung (Seite 61) erbalten wurde: 

A II (x — ct,) J?(x— cc„)... II(x - cc 2 n+i) 

<P ( x ) = ; 02n+l( x ) 

die Coefficienten der Polynome $ und durcb die lineareu 
icbungen: 

(p (ccj = 0, (p (aj = 0 • • . <p («2u) = 0 
sruiite, Theorie (ler elliplischeii Funktionen. 6 


bestimmt warden, unci also rationale Jbunktionen cier lirossen 
waren. Vertauscht man nun x mit —x, so ergiebt sicb: 


A27 (x+a 2 ) ... H(x-+- Gc 2 n+i) 
?<■-*> =-- 

und hieraus folgt: 

<p (x) _ H (x—a t ) H (x—a 2 ) ... H (x—«2u+x) 

<P (—x) “' H (x-f-a L ) H (x+« 2 ) ... 77 (x+cc 2ll+ i) ‘ 


Setzt man aber: 
also : 


sin am x 


x = a -f- iK', 


_ 1 _ 

k sin am a ’ 


dsinamx 1 d sin am a 

dx k sin 2 am a da 


so verwandelt sich die Grosse: 

27(x— a { ) H(x — cc 2 ) . . . 27(x— a 2 n+i) 

H (x+a t ) H(x-j-a') . . . E (x-ha 2 n+i) 
in: 

B (a—qj 6 (a—a 2 ) . . . 8 (a—« 2n+ i) 

B (a+aj B (a-f-cc 2 ) . . . B (a-f-a 2n +i) 

und der Ausdruck fiir dieselbe ist nach dem Obigen: 

1 g / 1 N _1__ dsinama / 1 \ 

k sin am a \k 2 sin 2 am ay k s in 2 am a da \k 2 sin 2 am a/ 

1 & / 1 \ 1 dsinama ^ 1 I \ ’ 

ksinama” ^k 2 sin 2 am ay ksin 2 ama da \k 2 sin 2 am a/ 

Multiplicirt man Zahler und Nenner dieses Bruches mit sin 2m +i am a> 
so nimmt er die Form an: 


„ . dsinama„ , 

sm am a F (sm 2 am a) -—— F x (sin 2 am a) 

t,. . . . dsinama ’ 

smamaF(sm 2 ama) H-—— F, (sin 2 am a) 


wo F(x) und F, (x) ebenso wie $(x) und $,(x) Polynome von den 
Graden n und n—1 in Bezug auf x sind. — Wenn man nun das 
Argument ccsn+i durcb — (a 1 -f- a 2 -f- ... -j- ecsn) ersetzt, hat man die 
folgende Gleichung: 



a L , a11 ^2„,a ) = -f-Ge 2 n,aj 


1 

+ 2 


sin am aF (sin 2 am a) — 


sin am a F (sin 2 am a) -f- 


F, 


F i 


(sin 2 am a) 


(sin 2 am a) 


Dies ist das Additionstheorem der Argumente unter der von 
aufgestellten Form. 


r on den verschiedenen der Funktion dritter Gattung 
analogen Funktionen. 


Wicktige mechanische Untersueliungen fiihren oft dazu, Integrale, 
he der Funktion dritter Gattung ahnlich sind und sich vermoge 
Lcher Substitution auf die Form derselben bringeu lassen, auf 
funktionen 0 zuriickzufiihren. Daher hat Jakobi in seiner denk- 
ligen Arbeit iiber die Dotation der Korper fur nothig gefunden, 
folgende Zusammenstellung zu geben, welelie diese verschiedenen 
grale, so -wie ihren Ausdruck durch die Funktion 9 vollstandig 
unter der einfachsten Form enthalt: 


r» x k 2 sin am a cos am aZl am a sin 2 amx dx 
lo 1 — k 2 sin 2 am a sin 2 amx 

f» x k 2 sin am a cos am a cos 2 am x dx_ 

I o J am a (1—k 2 sin 2 am a sin 2 am x) 


*00 

(») 

0, (a) 


1 , 


0 (x —a) 
0 (x-f-a)’ 

0 (x—a) 

0 (x-f-a)’ 


c 

s: 

s; 

s: 


tg am a Zl am a Zl 2 am x dx 
1—k 2 sin 2 am a sin 2 amx 
Zlam acotamadx 
1 — k 2 sin 2 am a sin 2 am x — 
c sinama cos ama Zlamadx 
sin 2 am a — sin 2 amx 


E\ (a) 1 9(x— a) 

~ X H, (a) "2 ]g 0 (x-f-a)’ 
E‘ (a) 10 (x-a) 

: X E (a) + 2 g 0 (x-f-a)’ 

0‘(a) 1 E( a-f-x) 

~ ~ x 0 (a) + 2 g H (a—x) 1 


sin am a cos am a Zl 2 am xdx 
Zl am a (sin 2 am a — sin 2 am x) 


. L Ig ^.( a ±iL) 

X 0 i (a) ^2 Jg H (a—x)’ 


tgama Zlama cos 2 amxdx_ E\(a) ^ ■, E (a-f-x) 

Iq sin 2 ama — sin 2 amx X iZ l (a) 2 g E (a —x)’ 

p x J am a cot am a sin 2 amx dx E‘ (a) I E (a-f-x) 

l 0 sin 2 am a—sin 2 amx E( a) 2 H( a x) 


Man kann diese Gleichungen unmittelbar beweisen. Die zweite, 
tte und vierte namlich folgen aus der ersten, wenn man x und a 
ch der Reihe vertauscbt mit; 

6 * 



x + K + iK', a + K + iK', 
x -+- iK', a -+- i K'. 

Aiis den so crhaltenon Gloiclnmgen werden die vier letzten gefunden, 
wenn man x durcb x-f-iK' in jeder ersetzt,*) 


H. Von den Weierstrass’schen Funktionen. 

Es wnrde bcreits bemerkt, dass sin am x, cos am x, A am x 
fiir Wertlic von x, welche kleiuer als Eins sind, in Reihen nacb Po- 
tenzen dor Variablcn entwickelt wortlen konnen, deren Coeffieienten 
gauze Funktionen von k 2 mit rationalen Coeffieienten sind. Offen- 
bar findet Glcichcs bei sin 2 am x, bei der Fnnktion zweiter Orduung: 

Z (x) = f k 2 sin 2 am x dx, 

Jo 

bei ihrem Integral: 

J>« d * 

und selbst bei dem Ausdrucke 

— f * Z (x) dx 
e " J 

statt. Aber wiihrend fiir sin 2 am x, Z (x), J o X Z (x) dx die Ent- 


*) Wenn man eine beliebige der acht Formen der Funktion dritter 
Gattimg mit JJ'f (x) dx bezeichnet, so hat F (x) die Perioden 2K und 
■2iK', und man erh ii.lt die vorstehenden Ausdriicke nnmittelbar mit Hiilfe 
eines allgemeinen Ansdmcks der doppelt periodischen Funktionen, den 
man am Ende dieses Abrisses entwickeln wird, namlich: 


F (x) = C + 2K 


(x-t) 

U (x-t)’ 


wo die Grossen t die Wnrzeln der Gleichung 
R die beziigliehen Residuen von F (x). 


F(x) 


6 bezeichnen und 


lung nur lur Werthe der Vanablen stattfmdet, deren Modul 
r als Eins ist, fiihrt die Fxponentialgrosse 




dx 


.er convergenten Entwickelung fur jedeu reelleu und nnaginiiien 
1 von x. Nun wird man aus der Gleichung: 


Z (x) = C x 


& (x) 


en: 


-J 0 XZ(X) dx 


6 (x) 

V (Of 


ist, also eino selir wichtige Eigenschaft der Fuuktion H, dass> 


cli namlicli durch Eiufuhrung des Faktors e 


y ( 0 ) 


Funktiou vervvandelt, wo das Argument nielit mohr unter dein 
uszeiclien steht, und an der Stelle der Periodc und der Trans- 


inte q=e der Modul k- sclbst vorkommt. Gleicht 
jar statt in Bczug auf die drci audern Funktionen: 

— f Z(x)dx —ZtH(x) 1 
sm am x e do = e “ —=., 

y ( 0 ) j/k 


cos am x e 


= c -e|-g. (x) i/k- 

* k ’ 


»( 0 ) 


Zl am x e 


r^£S]/E 


0 ( 0 ) 


Hieraus folgt, dass neben den periodischeu Entwickelungeu 
2Kx _ 1 2 yf qsinx —2y^q 9 sin 3x^2^ q 25 sin5x— 


]/k 1 — 2 qcos 2 x+ 2 q 4 cos 4 x — 2 q u cos 6 x 
V 2 / q cosx-f-^y^ q 9 cos 3 x+ 2 y q'» cos 5 x-f- 


2Kx _ I Ad 2 
7i V k 1 


- 2 qcos 2 x-f- 2 q 4 cos 4 x — 2 q 9 cos 6 x-f- 
2 Kx __ l-h 2 qcos 2 x+ 2 q 1 cos 4 x-f- 2 q 9 cos 6 x + . 

1 — n i_ 2 qcos 2 x+ 2 q 4 cos 4 x — 2 q 9 cos 6 x+. 


periodisehen Funktioneu dureh Quotienten vou Keihen ausgedriickt 
werden, die in Bezug auf x und k 2 rational sind, und fiir jeden 
reellen oder imaginUreu Werth dieser Grossen convergiren. Abel 
hat die Moglickkeit dieser neuen Entwickelungsweise der elliptiscken 
Funktiouen bemerkt und kurz angedeutet, aber Weierstrass kommt 
die Ehre zu, an Stelle eines blossen Ueberblickes eine tiefe Theorie 
in die Wissenscbaffc eingefiihrt zu baben, welche auf gradem Wege 
zu diesen neuen Funktiouen fiibrt, nicht nur in dem Falle der ellip- 
tisehen Transeendenten, sondern auch fiir die Abel’schen mit einer 
beliebigen Anzabl von Variableu. Wir konnen bier nicht die Grund- 
lagen angeben, auf welchen die grossen und scbonen Entdeckungen 
dieses beriibmten Matbematikers beruben. Wir bescbranken uns bier, 
ohue iiber die elliptiscben Funktiouen hinaus zu geken, auf die fol- 
geudeu Augaben. 


I. Definition der vier Funktionen A1 (x). 
DifFerenzialgleichung-en. 

Um unmitfelbar diese Funktionen auf die vier: 9, H, H l , 

zuriickzufuhren, setzen wir: 

- f *Z (x) dx 


A) 


und folglich: 


B) 


sm am x — - 


1 cos am x = 


A1 (x) = e 

Al(x), 

' Al(x) ’ 

Al(x) a 

Al(x) ’ 

i A1 (x) 3 

J am x = TTTT » 

Al(x) 

tx 2 

9(oy 

£x 2 

-—aw i 

0(9) Vi’ 



\Al(x), 


_ «( 0 ) 

_ -y- «iW v r, 


6 ( 0 ) 


Vk‘. 


jn joezienungen aj erftait man zunaehst: 


AP(x) 2 = Al 2 (x) — Al 2 (x) 1 , 
AP(x) 3 = Al 2 (x) - k 2 Al 2 (x) 1 . 
kann man aus den Gleicliungen: 


f X Z (x) dx 
Al(x) = e Jo , 

Al(x) 

AI7I) = sin am < x ) 


'iffereuzialgleiehungen ableiten, indcm man zuerst die zweiteu 
:ugeu der Logaritlimen beider Glieder nimmt, namlich: 


d 2 lg AI (x) 
dx 2 


,.,Al 2 (*) t 

A1 2 (x)~ 


MgAlfc^ d 2 lgAl(x) d 2 lgsinamx 

dx 2 dx 5 dx 2 

= k 2 sin 2 am x-r—--, 

sm 2 am x 

mit Hiilfe der vorigen Gleiebung folgt: 

d 2 lgAl(x), __ 1 _ Al 2 (x) 

dx 2 sin 2 am x Al 2 (x) l ’ 


Entwickelung erhalt man folgende Differeuzialgleichungen : 

•J+ k 2 Al 2 (x) L = 0, 




rdAUx)]^ 

I dx 


Al(x) t 


d 2 Al(x) t f dAlfr)^ 


dx 2 


L dx 


T 


Al 2 (x) = 0. 


nliehe Weise oder mittelst der algebraisehen Kelationen er- 
icb: 


A1(x) 2 


d 2 Al(x) a 

dx 2 


A1 (x) 3 


d 2 Al(x) 3 

dx 2 



+ Al 2 (x) 3 = 0, 


+ k 2 A1 2 (x) 2 = 0. 


ese wicktigen Beziehungen, welche Weierstrass unmittelbar 
a Definitionsgleicbungen: 


dx 


d cos am x . . 

- - - = — sm am x Zl am x, 

dx 


--- = — k 2 sin am x cos am x 

dx 

ableitet und zwar durcb eine Methode, welche sicb auf die allge- 
meineren Abel’schen Trauscendenten ausdehueu lasst, konnen dann 
auf eine ueue Art auf die Funktionen 9 fiihren, aucb kann man 
mit ihrer Hiilfe direkt beweiseu, dass sie Funktionen definiren, welcbe 
in immer couvergirende Reiben nacb Potenzen der Variablen ent- 
wickelt werden konnen, so dass die Coefficienten dieser Reihen ganze 
Funktionen von lc 2 mit rationalen Coefficienten sind. Um indess 
diese Entwiokeluugen auszufiihren, verfolgt man einen andern ein- 
fachern Weg, der in dem Folgenden angedeutet ist. 


II. Partielle Differenzialgleichungen, Entwickelungsformelii. 


Eine etwus langc Entwickelung, die wir desbalb bier nicht aus- 
fiihren konnen, fiilirt Weierstrass auf folgende lineare, partielle Diffe- 
renzialgleicbungen: 


d 2 Al (x) 

- i—L _i_ 

dx 2 ^ 


2^i^« +2tt ,^w +k!x!A1(x) 


= 0, 


d'Al(x)j 

dx 2 

d 2 AI(x)., 
dx 2 


- 2k , x iiJla. +2kk ., ^ ‘W. 

dx dk 


d A1 (x). 


. Skk ..“$A 

dk 


4- (k' 2 -f-k 2 x 2 ) A1 (x), = 0, 
-t- (1+k 2 x 2 ) Al(x) 2 = 0, 


d 2 A1 (x) 3 
dx 2 


-+- 2k 2 x 


dAI(x ) 3 

dx 


-+- 2 k k' 2 ^ H- (k 2 -f-k 2 x 2 ) A1 (x) 3 = 0. 


Diese wichtigen Gleiobungen sind zur Reibenentwickelung ganz 
besonders geeignet, und man erbalt aus ibnen folgende Formeln, wo 
n! das Produkt von 1.2.3 ... n bedeutet: 


Al(x) = l_A ai -,+A 3g -, 


“ (2m)! 


*) Das mit x 1 multiplicirte Glied feblt in dieser Entwickelung. Dies 

zeigt der Ausdruck e Jo ^ scbon a priori, wo die Reihe im Ex- 
pouenten mit einem Gliede anfangt, das mit x 4 multiplicirt ist. 



• x-B.JJ+B.si—. 

v2 v 4 

=r 1-0, 


2! 

i bat aber: 


- (-1)” C„ 


(2m+l)! 

x 2m 

pm)"! • • 

x 2m 

(2m)! • ' 


k 2 , 

(k 9 +k‘), 

2(k 3 H-k«) -h 68 k 4 , 

28(k 2 H-k s ) Hh 480(k 4 -+-k°), 

12(k 2 -hk 46 ) + 3008(k 4 -f-k s ) + 5400 k 6 , 

348(k 2 -hk 42 ) + 17408 (k 4 -hk 40 ) -h 49568 (k 6 -hk 8 ), 
192(k 2 -hk 14 ) -h 95232 (k 4 -j-k 12 ) +• 395520(k 8 -+-k 1 '*) • 

-h 603376 k s , 

2768(k 2 4-k 16 ) -+- 499712 (k 4 + k 44 ) + 2853888 (k 6 -hk 42 ) 

■+ 5668096 (k 8 -hk 40 ), 

31072 (k 2 -hk 18 ) +• 2539520 (k 4 + k lfi ) + 19097600 (k«+k«-‘) 
-h 38153728 (k s -+-k 12 ) + 42090784k 46 , 


-i- k l + 4k 2 , 

+ k 6 -h 9(k 2 -+-k 4 ), 

-+- k 8 -+- 16(k 2 -+-k B ) — 6k 4 , 

+ k 4 ° + 25 (k 2 -f-k 8 ) — 494(k 4 -f-k 6 ), 

+ k 42 + 36(k 2 Hhk 10 ) — 5781 (k‘ -f-k 8 ) - 12184k 6 , 

-h k 44 + 49(k 2 Hhk 12 ) — 55173 (k 4 -hk 40 ) - 179605 (k 6 +k 8 ), 
+ k 46 + 64(k 2 Hhk 14 ) - 502892(k 4 +k 42 ) - 2279488(k 6 +k 4 ») 
—3547930 k 8 , 

-f- k 18 Hh81 (k 2 n-k 46 )—4537500(k 1 -hk 14 )—27198588(k B Hhk 42 ) 

— 59331498 (k 8 -f-k 40 ), 

■hk 2 °+100(kH-k' 8 )—40856715(k 4 -+-k 16 ) -31380080(k 6 -hk 44 ) 

- 909015270(k 8 +k 4 2 ) - 1278530856 k 40 , 




0 , = 1 , 

C s = 1 +2k 2 , 

C 3 = l + 6k 2 + 8k 4 , 

C 4 = l+12k 2 +60k'+32k®, 

C 5 = l + 20k 2 +348k l +448k 6 +128k s , 

C 6 = 1 +30 k 2 + 2372 k 1 +4600k 6 + 2880 k®+512 k 10 , 

C 7 = 1+42 k 2 +19308 k' + 51816 k 6 +45024 k 8 +16896 k 1 u 
+ 2048k ,a , 

C 8 = 1+56 k 2 +169320k 4 + 628064k 6 + 757264 k 8 + 370944 k 10 
+ 93184k 12 +8192k 14 , 

C 9 = 1+72 k 2 +1515368 k'+7594592k 6 +12998928 k® 

+ 9100288k 10 +2725888k 12 +49l 520 k n +32768 k 16 , 
0 JO = l+90k 2 + 13623480k'+ 89348080 k 6 + 211064400 k® 

+ 219361824k 10 +100242944k 12 + 18450432 k 14 
+2506752 k 16 + 131072k 1 ®, 


Dj = k 2 , 

D 2 = 2k 2 +k 4 , 

D 3 = 8k 2 +6k 4 +k 6 , 

D 4 = 32k 2 +60k 4 + 12k 6 + k®, 

D 5 = 128k 2 +448 k 4 +348 k 6 +20 k®+k 10 , 

D 6 = 512k 2 +2880 k 4 +4600k 6 +2372 k®+30k 10 +k 12 , 

D 7 = 2048 k 2 +16896 k 4 +45024k 6 +51816 k® +69308 k'° +42k 12 
+k u , 

D 8 = 8192 k 2 +93184 k 4 +370944k 6 + 757264 k® + 628064 k 10 
+169320 k l2 +56k u + k 16 , 

D 9 = 32768 k 2 +491520 k 4 + 2725888k 6 +9100288k®+12998928 k 10 
+7594592k 12 +1515368k 1 '+72k 1 "+k 18 , 

D 10 = 131072 k a +2506752 k 4 +18450432k 6 +100242944k® 

+ 219361824k'°+211064400k ia +89348080k 11 
+ I3623480k 16 +90k 18 +k 2 °, 


Aber die partiellen Differenzialgleichungen dienen nicbt allein 
dazu, die Rechnung, deren Ergebniss bier naeh Weierstrass ange- 
fiibrt ist, zu erleicbtern, sie geben auck z. B. einen leiekten Beweis 
der folgenden Gleichungen, welcbe sich auf die Transformation der 
ersten Ordnung beziehen; 





Ai(k Xj l) = A1 (x, k), 
Al^kx, ^ =kAl(x,k) l , 
Ai( k x, ^ =. Al(x, k) 3 , 


Al(kx, ^ = Al(x, k) a , . 

X 2 

Al(ix, k') = e 2 A1 (x, k). 2 , 
k® 

A1 (ix, k'^ = i e 2 A1 (x, k) u 
x* 

A1 (i x, k') 2 = e 3 Al(x, k), 
x 1 

A1 (i x, k') 3 = e 2 A1 (x,k) 3 . 


hi bemerken wir, dass, wenn man so von den Funktionen 
f die A1 (x) iibergeht, welche den periodischen Charakter 


loren haben, die Quotienten 


A1 (x) L A1 (x) a A1 (x) 3 


ihre 


A1 (x) ’ A1 (x) ’ A1 (x) 
Periodicitat als Folge der nachstehenden Gleichungen haben, 
mittelbar sich aus den Gleichungen B) (Seite 86) ergeben, 
n sich erinnert, dass 


c 


J 

K 


KJ' — K'J"=| 


A1 (x-f-2K) = -f- A1 (x) Q— 2 J(x + K) ; 
A1 (x + 2K) 1 = — Al(x), e- 2 J(^+K) ) 
A1 (x+2K). 2 = — A1 (x) 2 e -2J(^+K), 
A1 (x+2K) 3 = A1 (x) 3 e-sJ^+K), 


Al(x+2iK') = — Al(x) e-SiJ'Cx+iK'), 
Al(x+2iK'), = — Al(x) 1 e -2iJ'(*+iK0, 
A1 (x+2iK') a = + A1 (x) 2 e -2iJ'(x+iK'), 
Al(x + 2iK') 3 = +A1(x) 3 e -8iJ'(*+in 


J. Entwickelung dcr elliptischen Funktionen in einfache 
Reihen nach Sinus und Cosinus. 

Es ist dies eine neue Art analytischer Ausdriicke, die sich 
wesentlich von denjenigen, die wir bis jetzt betraehtet haben, da- 
durch unterscbeidet, dass bei den jetzt folgenden die Variable in 
gewissen Grenzen bleiben muss; andern sicb diese Grenzen, so 
andert sich auch die Form der Entwickelung. Da man indess, um 
alle reellen und imaginaren Wertbe des Arguments zu umfassen, 
nur einer endlichen Anzahl von Entwickelungen bedarf, und iibrigeus 
in jedem Jntervall die zugehorige Entwickelung fiir jeden Werth der 
Periodeu und des Modul besteht, so kann man vermuthen, dass die 
Untersuchung dieser Art von Ausdriicken ubenfalls Gelegenheit geben 
wird, zu den Grundeigensckaften der neuen Transcendenten zu ge- 
langen. Dies findet wirklich Statt, uud auf naturlicke Weise gelangt 
man sogar hierdurch auf die Zuriickfiihrung jeder doppelt periodischen 
Funktiou auf elliptische Funktionen, wie es der Liouville’sche Satz, 
der Seite 5 angefiiln-t wird, aussprickt, und welchen wir danach 
beweiseu werden. Aber unter einem andern Gcsicktspunkt und 
bios dureh die Identitat der Reihen uud der Quotienten von Reihen 
kommt man auf die verborgensten und wichtigsten Eigensehaften der 
Zahlen, Eigensehaften, die um so interessanter werden, als sie so 
unvermutlieter Weise sich als in engster Verbindung mit den analy- 
tiseben Transcendenten stehend ergeben. Wir beschriinken uns kier 
auf diese Andeutung, indem wir auf diese sehr ausgedehnte Seite 
der Theorie der elliptischen Funktionen, welche auf’s Engste mit 
den schonen Entdeckuugen iiber numerische Funktionen verkniipft 
ist, welche die Wissenschaft Liouville verdankt, nicht eingeken konneu. 

I. Erste Methode. 

Diese folgt naturgemass aus der Gleichung*): 

# ^ = A(1 — 2qcos2x+q' 2 ) (1—2q 3 cos2x-*-q 6 ) 

(1 — 2q 5 cos2x — q 10 ) .... 

Geht man namlich von der bekannten Entwickelung a,us: 


*) Siehe Seite 17. 



1 — 2qcos2x-+-q 2 ) = qcos2x + q 5 


cos 4x 


, cos 8x 


2Kx' 


U 


const — cos 2 x (q + qs -f. qs _j_ ., ^ 

- q 6 + q 10 -f-...) 

- q 9 ~h q 15 Hh. . .) 

- q 12 + q 20 + . ..). 


cos 4x 

- —2~ (q 2 ■ 

cos 6x . 

- - 3- (<T ■ 


cos 8x 

- 4 (I 4 


q 2 cos4x q’cos6x 
’ 20=^0 ~ 3(1=^) 


2KxN qeos2x 

-= const — —--— 

7T ) 1 q 2 

q 4 cos8x 

4(1 q 8 ) _ 

us findet man die Eutwickelung der Funktionen zweiter 
r Gattung mittelst der Gleichungeu: 


//(x, a) = x 


( a ) , 1 , #( x ~ a ) 


0 (a) ^ 2 lg 0 (x+a) ’ 


Z (x) = Cx — 


& ( x ) 
0 (x)* 




2Ka \ ^ 2Kx V 7r J 
n ) Kg ^2Ka^ 


K" a ) 

(" a )' 


qcos2(x+a) q 2 cos4(x-f-a) 

rrj + 2(1 q') 

qcos2(x—a) q 2 cos4(x — a) 

2(1 —qO ‘ 


n f q sin 2 a sin 

T~iZ^ 


sin 2x 


q 2 sin 4 a sin 4x 

2(1-q 4 ) 

q 3 sin 6 a sin 6 x 

‘ s(i - q“) ' 


•••] 


9 



Indem man die letztere Gleiehung in Bezug auf x differenziirt, er- 
kalt man nock: 

k 2 K 2 2Kx £K 2 Tqcos2x 2q 2 cos4x 

am — = 2*r ~ |_T + "1=^- 

3q 3 cos6x 1 


Indess wollen wir auf sin am x, cos am x, A am x kommen, 
und dasselbe Verfakren muss dann anwendbar sein, wenn man diese 
Funktionen unter die Form logarithmischer Ableitungen von solcben 
Ausdriieken bringen kann, die wie 0 (x) sick in Faktoren zerlegen 
lassen. Abcr man hat wirklick: 


k sin am x 


d lg (A amx — k cos am x) 
_ 


ikcos amx 


d lg (zl am x + i k sin am x) 
dx 


i A am x = 


d lg (cos am x + i sin am x) 
_ 


Die Grossen unter dem logarithmisclien Zeichen lassen sich aber 
folgendermassen ausdriieken: 


2Kx , 2Kx 

i-— k cos am- 


(1—2J/qcosx+q) (1—2 Vq 3 cosx+q 3 ) (1—2]/q 5 cosx+q 5 ),.. 
(1+2 j/q cosx+q) (1+2 |/q 3 cosx+q 3 ) (1+2J/q 5 cosx+q 5 )...’ 


, 2Kx . 2Kx 
Zl am--f- ik sin am- 


(1 —2}/—qsinx—q)(l—2)/— q 3 sinx—q 3 )(l—2]/ q 5 sinx—q 5 )... 
(1+2|/—qsinx—q)(1+2]/—q 3 sinx—q 3 )(l+2]/~q 5 sinx—q 5 )...’ 


2Kx . . 2Kx 

cos am- 1- i sin am- 

71 71 

_ e 2ix (l—qe— 2ix ) (1—q 3 e 2 i x ) (l—q^e- 2 *)... 
(l_ qe 2 i x ) (1—q 3 e~ 2ix ) (1- q 5 e 2 * x )... ' 

Eine der vorigen ganz ahnliche Rechnung fiihrt dann zu folgen- 
den Formeln: 


2Kx 


2Kx 

n- 

it 

2Kx 


j/qsinx ]/q 3 sin3x ]/q s sin 5x 

i—q i-V ' TZqs• 

]/qcosx t ]/q 3 cos3x J/q’cosbx 

T+q - H l+q 5- H l+q* H ' 

1 qcos2x q 2 cos4x q 3 cos6x 

4 l+q 2 l+q 4 l+q 6 


Ausdrucke fur die Grossen: 


d am x — k cos am x, 
id am x + ik sin am x, 


cos am x + i sin am x 

, deren wir uns hier bedient haben, so beschranken wir uns 
nen zu beweisen, da dieselbe Methode aucb zu den andern 
d wollen wir dazn den letzten wablen, da die vorhergekenden 
len Fundamenta finden, denn sie ergeben sieh aus der 
g 5) Seite 86 daselbst, wenn man fur den erstcn x in 

ur den zweiten q in — q verwandelt. 
dem Ende sei zunachst, wie auf Seite 16: 

17TX 

/ \ -t K 

<p (x) = 1 — e 

Ausdruck, von dem wir beweisen wollen, dass er gleicb: 

cos am x + i sin am x 
nt die Form an: 

13TX 

e 2K <p (—x+iK') <p (x+3iK') <p (— x + 5iK') ... 

(p (x+iK') (p (—x + 3iK') <p (x+5iK') . 

lit kieraus, dass, wenn man Zahler und Nenner mit: 

A (p (—x+iK') <p (x+3iK ; ) <p (—x+5iK')... 

,irt, wo A eine Constante ist, man den Ausdruck auf eine 
ringt, wo 9 (x) den Nenner bildet. Setzen wir also: 

i7TX 

— Ae K <p' 1 (—x + iK') (p" 1 (x+3iK') tp" 1 (—x+5iK')..,, 
ffenbar: 

0 (x+2K) = - 0(x), 


serdem: 


, «?-(—x — 3iK') . --^(x+siko 

0 (x+4iKO = 0 (x) = 0 «e 


? 2 (xH 

Den beiden Gleichungen: 

0(x + 2K) = — 0(x), 


f( X +2iK0 


0(x + 4iK') = 0(x)e K 

wird aber durch ganze Funktionen in allgemeinster Weise geniigt, 
wenn man nimmt: 

0 (x) = C H(x) + C t ^ (x), 
derart, dass man setzen kann: 


K (p (—x~hiK') <p (x-f-3iK') (p (— x-f- 5 i K') • 
(p (x-f-iK') <p (—x-f-3iK') <p (x-f-5iK') . .. 
_ C F (x) + C t H, (x) = A 


#(*) 


cos am x + i B sin am x, 


wo A und B Constanten sind, die man durch einen besondern Fall 
bestimrat. 1st z. B. x = 0 und x = K, so erhalt man ohne Weiteres 
- A = 1, B = 1, wodurch unsere Formel bewiesen ist. — 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir noch bemerken, dass die all- 
gemeinste Art, den Gleichungen: 

0 (x -f- 4 K) = 0 (x), 

0(x-f-4iK')= 0 (x) e K ^ \ 

welche die vorstehenden in sich schliessen, durch ganze Funktionen 
Geniige zu leisten, gefunden wird, wenn man mit vier beliebigen 
Constanten setzt: 

0 (x) = A 9 (x) -f- B J7(x) -f- C 9, (x) + D H, (x). 

Dieser Ausdruek, von dem man mittelst der Beziehungen auf Seite 28 
von vorn herein sieht, dass er eine Auflosung giebt, ist in der 
That der allgemeinste. Denn setzt man: 

mime 

0 (x) = a m e 2K , 


m m\7zx 

^ a m q 4 e 2K , 


oder vielmehr: 
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e zweite der Bcdingungen zu dem Ausdruck: 


a ra+4 = Urn; 

dem Ausdrucke von 0 (x) nur vier Constanten vor- 
innen. 


inung der vorstehenden Reihen nach Potenzen von q. 

Entwickelungen sind unmittelbar durck das Vorstehende 
So erhielt man z. B., ehe man die geometrischen Pro- 
summirte: 

2Kx . 

am —- = smxKq (l + q + q^.,.) 


-f- sin 3 x ]/q 3 (1 -f- q 3 -f- q 6 . . .) 

-f- sin 5x ]/q 5 (l + q 5 + q , » + ...) 4 . f . i 


= sin x ]/ q 2 m+i 
-f- sin 3x^|P ]/q 3 ( 2,n + 
-f- sin 5 s y q 5 ( 2 “-* 


der Form einer Doppelsnmme: 

2Kx ,_ 

sin am —- = y sin (2 /i -f-1) ]/q( 2 A+i) (2m+i). 

wir also: 


(2 [x -+- 1) (2 m ~h 1) = M, 

[ alle uugraden Zahlen vor, und der Coefficient eines 
Gliedes ]/q M in der Reihe wird die Summe aller Grossen 
L) x sein, wo 2/x-h 1 ein Faktor von M ist. Da aber 
3r einer ungraden Zahl selbst ungrade ist, so kann man 
ireiben, indem man unter /x einen Faktor von M versteht: 

kK . 2Kx — ir-v . 

sin am — = ^ ^ 2* Sm/AX * 

nz ahnliche Weise erlialt man: 


25 = ^ (_!)—ViT £ (- 


P-~ l 

-1) 2 COS/iX. 


Theorie der elliptiscben Funktionen. 


Was J am x anbetrifffc, so bezeichne man durch 
N = 2' M 

einc beliebige ganze Zahl, wo 2 V die hochste darin als Faktor ent- 
haltene Potenz von 2 ist, so dass also M ungrade ist, man bat 
dann: 

J am ~~ = 4 + ^(—1) 2 q N (~- 1 ) 2 cos 2 V + 1 p. x, 

wo [i wie vorhin jeden Faktor der ungraden Zahl M andeutet. 
Hoehst iiberraschend ist der zahlentheoretische Charakter dieser 
Ausdriicke: 


sin /x x, 

X (- 1 ) ; 


COS /iX, 


y . (— 1 ) 2 cos 2 v+1 jx x 5 


sie bieten ein Beispiel der numerischen Funktionen dar, 
welehe den Gegenstand der schonen Liouville’schen Untersuchungen 
bilden, and die einfache Art, durch die man mittelst der Theorie 
der elliptischen Funktionen auf sie gerath, lasst leicht die Wiehtig- 
keit, welehe diese Theorie fiir die Untersuchung der Eigenschafteu 
der Zahlen hat, ahnen. 


HI. Beweis der fundamentalen Differenzialgleichungen. 


Bezeichnen wir mit m und m' alle ungraden positiven und nega- 
tiven Zahlen, durch n alle ganzen graden und nngraden Zahlen, 
und setzen wir: 


u= V ^ qwi ° mlx 

JLmd 1 — q m 5 
y = ^ V~<r' em ' ix 


1 -t-q m 

W=a V 1 ° eil11 * 


so hat man: 
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ikK 

—- sin am 


2Kx 

n 


kK 

“Z7 eos am 


2Kx 


- Ja 


2Kx 


U, 

y, 

w. 


sprechen dann den 

d sin am 
dx 


Gleiehuugen: 

x 

— = eos am x 


J 


am x, 


;endeu: 


d cos am x 

jj“- — — sin am x J am x, 

d A am x 

ZZ — — k 2 sin am x eos am x 


dU 

dx 

dV 

dx 

dW 

dx 


2 i V W, 
2 i U W, 
2 i U V, 


wir bier beweisen wollen. Zu dem Ernie betrachten wir bier 
dukte: 


m'+ 2 i) 

VW = V q 2 C(ln ' +2n)iX ; 

" (l+q m ')(l+q'’ n ) 

m+2n 

UW = V q~ g ~eO"+«n) «» 

^ (l-qm)(l+q2n) 

uy = V q 2 e(°H- m ')u 
" (l~q m )(l+q m V 

nerkt man, dass identiseb ist: 

m'+2n m'+2n 

q 2 _ = q 2 /_1_ q 2n \ 

■J-q 1 "') (l+q 2n ) X- qm' + 2,^ 1 _ f _ q m' l-f-qSiV 1, 


_q_J_q_f_ f—L— - q 2n ^ 

(1 —q m ) (l-hq 2n ) l-f-q m+2n \1—q m l-f-q 2n /’ 


(1 q m ) (l+q“0 
unci setzt man: 


l+q m 




m+ 2n = M, 
m'-f- 2n = M', 
m -f- m' = 2N, 

derart, dass M und M' ungradc, N einc beliebige gauze Zahl ist; 
man kann dann sehreiben: 

vw ~ V ^ ° M/ i V 1 _ q MJ ~ m ' \ 

2s 1 — q M ' ~ \1+ q m ' 

uw = V f—1 _ q M ~ m \ 

2* l-f-q M \1 — q m 1 + qM-m^ 

V q N e 2Nix ( 1 q2N—m v 

2 * l+q-N \1 — q m l + q aN-m/ 


Yergleicbt man dicse Ausdriicke bezuglich mit ——, -r—, -?—» 

dx dx dx 

so sieht man, dass, um unsere Differenzialgleichung zu beweisen, 
man zeigen muss, dass folgende Beziebungen stattfinden, wo die 
Aeeente weggelassen sind: 



Das Yerfahren ist fur alle drei Gleichungen dasselbe; wir be- 
trachten, um einen bestimmten Fall vor Augen zu baben, die .erste. 
Unterseheiden wir aber von einander die positiven und negativen 
Wertbe von m. Die ersten fubren zu dem Ausdruck: 

V/'_L_tf'-iLA 

l+q “ 1 -f-qM-n ,J< 
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wir, indern wir M uns «als positiv vorstellen, sehreiben: 


X 


q m-M 

1+qm-M 


identisehen Beziehungen: 


1 


l + q m 


l +q M-m 


= 1 

= 1 



<r 

l+qm’ 

q m ~ M 

l +q m-M 


idcn, die letztern, indem mau —m flir m setzt, zu dem fol- 
o: 


-A / 1 qM+111 ' / q m qM+m \ 

X \l-f- q~ m 1-l-qM+m J — (^1-p.qm ~ lH-qM+rnj 


, dass man fin die ganze Surnme hat: 


X 


qm-M 

l+qm-M 


-X 


l+qm+M ' 


i = 2 M + 1 an aber siud alle Glieder der ersten Surnme 
die zweite mit umgekehrteu Vorzeichen gegeben imd ver- 
den also. So bat man demnach eine endliehe Reihe: 


X 


qm-M 

l +q m-M 


be trennen wir in zwei andere uud sebreiben das mittlere 
ausaerbalb des Summenzeicbens; dies giebt: 
in = M — 2 in = 2 M — 1 


X l-+-q m '" M " 


1 

2 + 


ibt man aber 


1 

1+qM- m 


q m ~ 

1+q- 


V q m ~ M 

2L/ l-f-q m ~ M ‘ 

i—M-t-2 

-M 

nJZil ’ s0 w ' r ^ C ^ e erK *- e Surnme: 


1 1 1 

lTq 5 + l+q« + • 1 ‘ + lH-q 1 "- 1 ’ 

idem man die Glieder derselben beziiglicb zu deneu der zweiten 
addirt, d. h. zu: 


. . q * 1 - 1 

1+q 2 + 1-f-q* + “ ' l+q M - 15 

ian die Einbeit so oft, als die Anzabl der Glieder betragt, 


d. h. —g - mal, liierzu das mitt lore Grlietl ^ addirl, crluilt man 
endlich: 

1 M—1 _ M 

2 + 2 ~ 2 ’ 

und dies ist das vorhin angegebeue Ergebniss. 

Nehrnen wir endlich an, M sei negativ, so beraerken wir, dass 
dor von mis betraebtete. Ausdruck mit M sein Zeielien wechselt, so 
dass man bat: 

v f 1 q M ~ m \ _ _ 'V f 1 _ q -~ M ~ m ^ 

2-s Vl+q m 1 -hqM-mJ JL'[l-hq m l+q- M ~ m / 

In der That, setzt man im ersten Gliede m-t-M fur m, so erlnilt 
man identiscb das allgemeine Glied der rechtsstehenden Reihe. — 
Wir baben bier an einem wicbtigen Beispiele gezeigt, in welcber 
Art die neuen Entwickelungen ganz wie diejenigen, von denen wir 
bei Darstellung der Theorie ausgegangeu sind, zu den Gruudeigen- 
scbaften der elliptiscben Fnnktiouen fiibren konnen. Jetzt wollen 
wir die Vergleichung zwiseben beiden Arten von Ausdriicken unter 
einem allgemeineren Gesiebtspunkte auffassen, indem wir eine be- 
liebige eiudeutige doppelt periodische Funktion in eine eiufacke 
periodisehe Reibe entwickeln. 


IV. Entwickelung einer doppelt periodiseben Funktion 
in Sinus- und Cosinus-Reihen. 


Sei F (z) die betraebtete Funktion. a und b ihre Perioden. 
Wir werden zuniichst die Greuzen der Variablen aufsuchen, in 
welcben diese Funktion jedesmal durcli eine bestimmte Sinus- und 
Cosmus-Reihe entwickelt wird, welebe z. B. der Periode a ent- 
spricht. — Bemerken wir zu dem Ende, dass der Ausdruck: 

z — at -f- bu, 


wo t und u reell sind, jede complexe Grosse vorstellen kann, und 
dass, um alle Wertbe, welebe F (z) annehmen kann, zu erbalten, 
es in Anbetracht der doppelten Periodicitat hinreiebt, t und u alle 
reellen Wertbe zwheben Null und Eins zu geben. Diese Bemer- 

kung wenden wir auf die Wurzeln C der Gleichung = 0 an, 

wovon die Begtimmungen, welche wir im Auge haben, abhangeu; 



.-iiiiuu oit uuilu (,,, 1 .J . . . t, e , muuin mr Hie aerarl orclneii, 
u von Null bis Eins waebseu lassen, so (lass £■„ dem 
511 u = u 8 eutspricht. Sei jctzt w s eine zwisehen u s und 
nde Grosse*), wobei die Grenzwerthe ausgescblossen sind; 
:uck: 

F (at -fr- bo fl ) 

i fiir keinen reellen Werth von t unendlich werden und 
h folgendennassen entwickclu lassen: 

F (at -+- by 8 ) = e2»i'^, 

ir jeden Wertb dies or Variablen eonvergirt 1st also die 
jr Grossen £ s endlicli und gleich so werden die lieihen: 



e 2mi?rt 

Gesainintheit die Fuuktiou F (z) fiir z = at -+- bu dar- 
rorin t ganz beliebig, u kleiner als 1 ist, wo aber die 

at -+- bu i; 
at -h bu 2 , 


at ~h bu^ 

)ssen sind. Und wenn man dieselben Kcihen periodisck 
,, indem man u von Eins bis in’s Unendliebe wacbsen und 
bis zum uegativ Unendlieben abnebmen lasst, so wird man 
en Umfang der eomplexen Wertbe des Arguments um- 
:1 mit den angegebencn Ausnabmen cine vollstiiudige Dar- 
ler Fuuktiou gcwonnen haben. Nacbdeni dies festgestellt 
l wir die Grossen A m bestimmeu. Zu dem Ende werden 
rrundpriuzip der Residuenreebiiung anwenden, welches in 
ung besteht: 

i Grosse v t lcaiin nicbt allein als zwischen Uj und 0, sondern 
wiscben 0 und dem numeriseh kleinsten negativen Wertbe von 
augenommen werden. 




wo das erste Glied das Integral einer eindeutigen Funktiou f (z) 
vorstellt, und zwar auf eiuem beliebigen gescblossenen Umfange ge- 
nommen, und J die Sumine der Residuen von f (z) fill'alle Werthe 
der Veranderlichen, welcbe Punkten innerhalb dieses Umfanges 
entsprechen. 

Dieser Cauchy’scbe Satz auf den Pall angewandt, wo der Um- 
fang ein Parallelogramm ist, dessen Eckpunkte den Grossen ent- 
sprecben: 

p, p -+- a, p -+■ a -+~ b, p -f- b, 
und dessen Seiten folgende Gleichungen habeu, wo die Veriinder- 
liehe t von Null bis Eins wackst: 

z = p + at. 
z = p -f- a —f~ bt, 
z = p -+~ b + a (1— t), 
z = p + b (1 — t) , 

giebt: 

a J^ 1 f (p+at) dt + b f (p-+- a+bt) dt 
— a j^ 1 f[p-+-b + a(l—t)]dt—bj^f [p + b(l—t)]dt = 2i7rzJ, 
oder einfacber: 

a f (pH- at) dt+b J^f (p-+-a+bt)dt 
a J^f (p4-b + at)dt—b f (p-j-bt) dt = 2 in J. 

Im Uebrigen stellt nach der obigen Bezeicbnung zl die Siunme 
der Residuen von f (z) fur alle Wurzeln £ der Gleichung = 0 
dar, welche durcb die Fonnel: 

C = p + at + bu 

dargestellt werden konnen, wo t und u zwisclien Null und Eins 
liegen. Die Gleiehung 

F (at + bo,) — e 2mifft 

giebt: 



*) Vergleiche den Anhang. 


D. U. 



komien also die Beziehuug 1) anwenden, indem wir setzen: 
P = bu l5 

. z - bt/, 

£(z) = F (z) 


hat dann offenbar: 


f (z + a) = f (z), 
f (z-+-b) = f (z) q-2m j 


wie an eiuer friiheren Stelle, 


Das erste Glied der Gleiehung 1) reducirt sich also auf: 
a a!? (1—q- 2m ). 

Was das zweite Glied, d. h. die Residuiunsumme der Funktion 


* = C, £ . . . 

3trifft, so wollen wir der Einfachheit wegeu annehmen, dass 
e Grosseu einfaehe Wurzeln der Gleichuug = 0 seien; 

jichnet man dann durch E s die Greuze von s F (Cs + s) fiir 
; 0, so findet man unmittelbar: 

„ . b, 'i ( Ci t s ta\ 

= e a \^R | e a ~f.R 2 e a+... + R^ e a J 

die gesuchte Entwickelung der Funktion F (z) fiir z == at-f~bo 1 
also die Form: 


= constH-1 R, 


4111 lZi-Li) 4U1 

sr^ e a 1 ^t-a e 

X ~~ l ir 5 ”" +E At 


Wir baben eine willkiirliohe Constante hiuzugefiigt und dafiir 
in jedcr Summe das Glied, welches m = 0 entspricbt, weggelasscn. 
In der That kann fur diesen Pall Aq 11 nicht durch Gleichuug : 
a (1—q-2m) = 

bestimmt werden, sie giebt eben nur J = 0, d. h.: 

R, —f- R 2 -f- . . . -J— R^. = 0, 

Bevor wir jedoch weiter gehen, wollen wir eine Anwendung 
von der eben erbaltenen Formel macken, indem wir F (z) = sin am z 
setzen. Sei dann 

a = 4 K, 


so bat man: 


b = 2 i K', 


C t = iK', 

C 2 =iK'+2K, 

R, = lim [s sin am (i K' -f- e)] =• j-, 
-K' 

C| = o « = Vi, 


und folglicb: 


sin am z = 


2kK 


V e 2K V e 2 

1 — q _m JZm/ 1 — q- m 


i n 

~ 2kK 2* G 




i—<r 


__ [1 — (—l) m ] + const. 


Man siebt, dass nur die ungraden Werthe von m bestebon 
bleiben, so dass, wenn man die Constante gleicb Null setzt, man 
unmittelbar erhalt: 


ikK . 2Kz 

- sm am- 

71 71 


- 2 - 


. w 

3—q m 


Hier stebt also im zweiten Gliedc die Reibe, welcbe wir mit U be- 
zeielmet baben (Seite 98). 

Kehren wir jetzt zu den allgemeinen Betracbtungen zuriick, 
namentlicb zu den Entwiekelungen, welcbe fur z = at -f- by, und 
z = at -f- bu. 2 stattfinden. Im ersten Palle beziebeu sich die lie- 
siduen auf die Wertbe ... C/ii geht man auf das folgende 

Intervall iiber, das durcb die Gleicbung z == at ■+■ b u 2 gegeben ist, 
so erhalt man die Reihe: C 3 • • • C/u ^ + b, und da die Re- 



vuu i- UJ ijeiiug am t,, unu -t- d gieien smd, so geben 
siden Entvvickoliingeii mit Hinzufugiuig der constanten Glieder : 


n 1 2 171 e “ m a ^ ^ 

= Jo P(*‘+K)it+—K t X- l- o-2. 


o- 2m ~(z—L) 

2 i7T ^ e a v 

a 2 Jw 1 — o 2 m "*"••• 


,i ci • “2 m— (z—t ,—bl 

i?r 

21* 

+ T K = 2.1-HT+' 


ir haben also die coustanteu Glieder zu vergleichen. Wir 
n mis zu tliesem Ende der schou beuutzten Gleichung, in- 
ir dariu die Periode b durch eiue beliebige Grosse /? er- 
also : 


? (p + at) dt-+- /Sj^FQn-a+^t) dt — a J^Ftp-f-yS+at) dt 
- /^^(pH-^tj dt = 2i7T d 

tzen wir p = by t , p + /3 = by 2 , so giebt A nur eiu cin- 
lesiduum vou F (z), das namlich, welclies z = C t eutsprichl, 
,u hat uimiittelbar: 


F (at + bo,) dt — F (at+ by 2 ) dt = 


linen also bcide Eiitwickelungcii so darslelleu, dass sie aus 
mselben analylischen Elementeii bestehen, so dass, weuu die 


_ 2m —(z—L) 


v«X 


e ^~(z-U 

1 — q— 

e 2 ”^” ' W 
1 — q~ 2m ’ 


ere sick uacli Vereiuiguug der Glieder, welclie haben, so 
2 ii liisst: 


C+^K, 


I zm-iz—u — u) 

v e a . J_ 

[jLj 1—q- 2m 


H-R/, 


2 

2 


e* m a < z “ ^ 
1 — q ~ m 
in 

e 2m—(z-t^) 

l„q-2m • 


Hieraus lasst sieli eine wichtige Folgerung zielien, die Das- 
jenige reclitfertigen wil’d, was oben uber die Funktionen zweiter 
Gattung gesagt wurde. — Bemcrkeu wir uamliek, dass die ver- 
schiedenen Summen, welehe in R t , R., u. s. w. multiplicirt sind, 
allein aus der Entwickelung: 


2m— 

hervorgehen, wenu vnan darin z — z — £ 2 u. s. w., im zweiten 
Falle aber z — £, — b u. s. w. fur z setzt. Setzt man nun z — 
fur z, so nimmt diese Entwickelung die Form an: 



Diese erinnert uns an einen schon bekannten analytisclien Ausdruck, 
Sei namlich a = 2 K, b = 2iK', folglicb q = q, so hat man: 


m-i— oo 

9‘ (z) _ m q— m e K _ 2 n q m . m nz 

9lzj ~ K ~1— q—2m K iLml-q 2lu Sm K 

1 

man kann also fiir z = at + bu A setzen: 


F (z — iK') = 0 - 


und fiir z = at -+- bo,: 


' Ki 6 (z-Q + G (z-CJ ‘ 


F (z—iK') = C + R, 


'&'(?■ ——2iK') in~\ 
#( z _£_2iK') K 


& ( z —Q 

2 6» (z—Q 




Jetzt zeigt sich die gauze Wiehtigkeit der cbarakteristiscben Eigen- 
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der Funktion zweiter Gattuug in Bezug auf die doppelte 
.eitat.; in der That gelten die Bezieliungen: 

Z(x + 2K) = Z (x) + 2 J, 

Z(x+2iK') = Z(x) + 2iJ' 
genden gleicb: 

6>'(x + 2K) 9'(x) 

9 (x+2K) ” 9 (x)’ 

#'(x —2iK') 6‘(x) iTT 

9{x— 2iK') “ 0(x) + K* 

is folgt, dass man aueh dureh Einfiihrung der Transcendenten 
Entwiekelnngsformeln auf eine zuriickfubren kann, da die 
^ ( z-C-2iK') in . , ,0'(z-O , 

1 - K s,cb m,f redncirt - - H ‘ era " s 

hne analytischc Beziehung, die fiir alle moglichen Werthe des 
entes gilt, und deren sckliessliche Form man, indem man von 
-iK') zu F (z) iibergeht, auf folgende Weise erlialt. Rufen 
is zunachst die Formel in's Gedachtniss: 


0(x + iK') = ii?(x) e 


^( 2s+ iK 0j 


s sich ergiebt, vvenn man die logarithmisehen Ableitungen 
■ Glieder nimmt: 


6>'(x+iK') _ H‘ (x) _ in 
9 (x -f- iK') H (x) 2K* 


gt, wenn man z -j-iK' fur z setzt: 

C + R * H(z-Q +Ka H{z-Q + 

— 2K (Rj + R 2 ■+■••• + 5 

einfach, da die Residuensumme gleieh Null ist: 


^ B (*-&) 


H'(z —C 2 ) p H‘(z C /i.) 


Sndlich in dem Falle, wo £ nicht mehr eine einfaclie Wurzel 

Jleichunff —— = 0 ist, sondern eine Wurzel nter Ordnung, 
6 F (z) 

ann die Gleicbung stattfindet: 

£ n F (£•+■ s) = A + Bs -+- ... + Qe"- 2 ■+■ Ee n_1 H- 


wird das einzelne Glied R in der tormel durch die nach ' 

stehende Summe ersetzt: 


R 


/f'(z-C) 

H ( 2—0 


'H'iz-zr 

h( Z -T)\ 


( _l)n-iA d-- 1 
+ 1.2... n—1 dz n_1 


(._1)«+SB d»~2 rjSP(z—Ql 
' 1.2... n-2 dz^-2 \_h (z — 0 J 


V. Liouville’scher Satz. 


Wir begriinden den Beweis desselben auf die vorstehende 
Pormel, indem wir darin setzen: 


P(z) = 


0 (z )’ 


wo 0{z) eine eindeutige doppelt periodische Punktion ist, eleven 
Perioden wie oben 2 K und 2iK' sein sollen. Die Wurzeln £ sind 
dann die Auflosungen der Gleichungen: 


0{z) = 0, 


1 

0 (z) 


0. 


Wir wollen die ersten mit £, die letzteren mit C' bezeichnen, indem 
wir immer voraussetzen, dass sie durch die Pormel: 


p H- 2 Kt H- 2 iK'u 

dargestellt werden, wo t und u zwiseben Null und Eins liegen. 
0‘ (z) 

Was die Residuen von ^ anbetrifft, so weiss man, dass die- 
0 (z) . 

selben gleich +1 oder gleich — 1 sind, je naebdem sie sich auf 
die Grossen C oder £' bezieben, und da ibre Summe gleich Null 
ist, so kommt man auf den bemerkenswertben Scbluss, dass die 
Grossen £ und £' 'in gleicber Anzahl vorhanden sind. Bezeichnen 
wir nun diese Anzahl mit n, so bat man: 


0‘{Z) , H‘(z-Q H‘( z-Cn) 

0(Z) ~ ° + (z-C t ) fi(z —CaJ 

E‘( z-Z\) JS‘(z-C 2 ) H‘( Z-C'n) 

H{ z~C' t ) ••• H(z-C*y 

Hieraus folgt, wenn man unter A eine beliebige Constante verstebt: 


0(z) = A e Cz 


z-Q g(z-C)y ■ • S( z-Cn) 

J?(z-C a ) • . • H(Z -<?„)’ 


— Benutzt man aber die Beziehungen: 

J5T(x + 2K) = — tf(x.), 


H (x + 2 iK') = tf(x) e S (X+lKyJ 

ezeichnet die Summe der Wurzelu C mit 2’C, die Stimme der 
sin C' mit so findet man: 

0 (z + 2 K) = 0 (z) e2KC 


0 (z -+- 2 i K‘) = 0 (z) e 




3s sein muss: 


aiK'c+JpS- 1 !^' 
e K K = 1. 


iese Bedingungen geben, wenn man unter a und /3 beliebige 
Zahlen versteht: 


C 


2C — 2C = 2 «K h- 2/3iK'. 


bcachte diese merkwiirdige Beziehung zwisclien den Wurzeln 
lleichungen: 

® to = °> = °> 


on Liouville entdeckt worden ist. Was die ganzen Zahlen a 
? anbetrifft, die darin vorkommen, so fiigen wir nur noch hinzu, 
sie sicli unmitte'lbar auf die Funktion 0 (z) selbst mittelst der 
iden Gleicliung beziehcn: 


'( P + 2iK't) 

1 (p + 2iK't) 


dt — 


i0'(pH-2Kt) 
3 0 (p ■+■ 2 K t) 


-y3iK'). 


us ergeben sick naclistehende Folgerungen. Es ist: 
H{ z+i’O = B. (z + JS’C' + 2aK + 2/?iK') 


daher: 

H(z-h2C) = K 


nan auch schreiben kann: 


(_!)«+,? q ; 


H{z+2Z) 

jy(z+2’Cj 


K 


: /?z 


— i^ z 

Vertauscht man nun den Exponentialfaktor e Cz = e K , welcher 
in der Entwickelung von 0 (z) vorkommt, mit diesem Quotienten 
zweier Funktionen II and setzt: 


( -1)“+/ 5 q/ 5 ' A = a, 


so ist: 


0(z) = a 


H( z-C,) J5T(z-C a ) 
Hiz-Cj fi(z-C s ) 


H(z+2£) 

n(z~h2C‘)‘ 


Man erkennt aber im Zahler und Nenner von 0 (z) die Ausdriicke 
wieder, welclie wir sehon angewaudt haben, indem wir den Abel- 
scheu Satz von der Addition der Argumente bewiesen. Ist z. B. die 
Anzahl der n ungrade, so ist der Ausdruck: 


H(z-Q H(z-Q ...II (z+2t) 

8 n+x (zj 


derselbe, als der, welehen wir Seite 60 betrachtet haben und den 
man folgendermassen ausdriicken kauu: 


<p{z) = F(^ + -xP 1 (x a ), 


wo F (x) und F t (x) ganze Polynome vom Grade und ~ 2 ~ m 

bezeichnen und x gleicb sin am z, cos am z oder Zl am z genommen 
werden kann. 1st n grade, so ist der Ausdruck derselbe, als der, 
welcher Seite 61 mit f , (x) bezeichnet wurde, und man hat dann, 
wenn man unter F (x) und f (x) ganze Polynome von x, beziiglich 

von den Graden ^ und ~ 2 ~ versteht: 


gCz-CJ g(z-C a )♦. ■ ^(z+i’C) 

8 n+1 (z) 

■n / • , > d sin am z 

= sin am z F (sin a am z) --- f ( s i n 2 am z). 


Man sieht also, dass 0 (z) durch den Quotienten zweier Ausdriicke 
von der angegebenen Art bestimmt ist; gerade aber in der Reduction 
einer doppelt periodischen Funktion auf sin am z und seine Ab- 
leitung besteht die Aufgabe, mit der wir uns hier zu beschaftigen 
batten. 
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Beweis, den mr so eben gegeben haben, berubt ganzlich 
allgemeinen Ausdruck einer doppelt periodischen Funktion, 
sorbin gefunden hatten, namlich: 


1!+R 1 


g'(*~Q 

B(x-Cd 


+B 2 


g'(x-C 2 ) 

H(x-Q 


~h • . . -f- K, t 




wollen nocb einen Weg angeben, unmittelbar dazu zu ge- 
ldern man von der Gleicliung ausgebt: 


) H- at) dt H- b f (p-f-a+bt) dt — a j^ 1 f (p + b + at) dt 

' — b J^fCp + b^dt = 2ind. 


•ben a = 2 K, b = 2ji K' und setzen wir: 


f (z) = F (z) 


ir (x 
II (x - 


z ) 

■*)’ 


t sich aus dev Definition der Funktion H (z): 

JT'(z + 2K) _ H'{ z) 

H{ z+2K) ~ H (z)’ 

H‘(z — 2iK') 27'(z) ire 

27 (2 - 2iK') ~ ~ 27 (z) + K ’ 


s folgt: 

f (z + 2K) = f (z), 

f (z+2iK'j = fz + gF(z), 

ie vorstebende Gleichung sicb reducirt auf: 

J 1 F (p + 2 Kt) dt = — A ; 

rersehiedenen Kesiduen, welcbe in Zl enthalten sind, be- 
;b einerseits auf z = C 1? C 2 • • • C/t und andererseits auf 
Die ersteren, wenn sie, wie wir annabmen, eiufachen 
entspreeben, geben als Summe: 

. R H‘ (x-« g'(x-C y ) 


, Theorie der elliptischen Fuuktionen. 


und das auf z = x beziigliche Residuum, welches eine einfache 
Wurzel von H (x—z) = 0 ist, wird offenbar — F (x) sein. Der 
hieraus sich ergebeude Ausdruci. i’iir J giebt unmittelbar die Gleichung: 


F (x) = J F (p-t-2kt)dt -t- R, 


H‘(x- 




-i -+- R, 




+ R/i 




Wir fiigen in Bezug auf diese Formel, die 
sehreiben: 


F(x) 


C + i'R 


H‘ (x-C) 


wir abgekiirzt 


nocli eine Bemerkung binzn. Wenn man das Additionstkeovem fiir 
die Argnmenle der Fnnktion zweiter Gattung*) anwendet, findet man 
leicht die Bezielumg: 


-H'(x-C ) H'(x) ino 


cot am x Janix 


sin am x 

sinam£sinam ( X —£)' 


Hieraus folgt, wenn man in den Ausdruck von F (x) einsetzt und 
die Gleichnng: 


2 1 R = 0 


beriicksichtigt, die neue Formel: 

H‘ (Cl R sin am x 

F (x) C R ^ s i n am C sin am (x—C) 

oder: 

X R sin am x 

—- jr~: - 7 - 

sin am C sin am (x —Q 

Dies ist ebenfalls eine Reduktion der doppelt periodiscken 
Funktion auf sin am x und seine Ableilung. Aber die scbnellere 


0'(x) 

*) In Z (x) komint eigentlich die Grdsse vor, statt ihrer kann 

II 1 (x) 1 7/(x) 

man indess jj y setzen, vermittelst der Gleichung sin am x = > 

welche, wenn man die logaritkmischen Ableitungen beider Glieder nimmt, 
I1‘ (x) 0' (x) 

giebt: H (^j ~ W(x) ~ cot £ am x A am x. 




^leicli selien werden. Betrachten wir niimlich die Funktion: 

m = _ *» 

' J sin am (z) sin am (x—z)’ 

rioden 2 K und 2 i IC' sind. Iln-e Residuensumme mnfasst 
diejcnigeu, welclio sick anf die Winze! n £ dev Gloiclinug: 

1 


F(xj 


= 0 


, diese sind: 


2 ; 


urn C sin am (x —C) ’ 
irerseits diejenigen Residuen, welche sick aus den beideu 


sin am z = 0, sin am (x— z) : 


0 


Innerkalb der Perioden 2 K und 2 i Iv' hat man indess 

,F(0)_ 

am x ’ 




F(x) 


j sin am £ sin am (x—£) sin am x sin am x 


r M = F (0) + X ii; 


R sin am x 


sin am C sin am (x—C) 


1 ganz ahnlicke Weise findet man fiir eine Funktion g (x), 
Jen Bedingungen geniigt: 

8f (x + 2 K) = - 8 (x), 

% (x -f- 2 i K') = % (x), 


aehen Ausdruck: 


® ^ sin am (x 0 ’ 

worin nur die Wurzeln £ vorkommen, die innerhalb 2 K und 2 i K' 
enthalten und durch die Pormel: 

£ = p-f-2Kt-f-2iK'u, 
wo t und u kleiner als Eins, gegeben sind. 

Hiermit brechen wir ab, indem wir glauben, ziemlich voll- 
standig die elementaren Theile der Theorie der elliptisthen Funk- 
tionen erschopft zu haben, welch e der Lehre von der Transformation 
vorausgehen. 



ANHANG. 




eber Funktionen von einer complexen Variabien 
mil liber die Mehrdeutigkeit der Integrate. 


I. Geometrische Darstellung des Imaginaren. 

erschiedenen Abscbuitten dieses Buch.es, z. B. in D.II. und 
t auf die Cauchy’sche Tbeorie des Imaginaren und auf 
Zusammenhaug stebeude Gegenstaude, so in H.IV. auf 
uenrecbnung, Bezug genommen. Der Uebersetzer bait es 
r angemessen, dicsc Avichtigc Theorie, die jetzt auch bei 
•en Betracbtungen unentbehrlich zu werdeu beginnt, mit 
Horten zu geben, um so mehr, als die Elementarbiicher 
u bierauf Riicksicht zu nehmen pflegen. — 
ie man sich zunachst cine grade Linie, nacb beiden Seiten 
idliche geheud, auf derselben einen beliebig angenommenen 
und eiue Strecke, die man als Einheit betrachtet; sei 
ejenige der beiden Richtungen festgestellt, die als positiv 
t Averden soil, so kaun man, von 0 beginnend, immer ein 
A, aber nur eins abmessen, Avelch.es einer behebig ge- 
reellen Grosso z entspricht, und man kaun sagen, dass 
asitiven oder negativen Werthe von z ein Puukt A auf 
Linie entspricht. — 1st aber z = x -f- yi eiue complexe 
hort diese Veranschaulichung auf; geht man indess, statt 
r Linie, nach Gauss’s und Cauchy’s Vorgange von einer 
us, so lcann man auch bier geometrische Betrachtungen 
i. Man nimmt namlich auf dieser unendlich gedaebten 
vei auf ein an der recbtwinkelige Axen beliebig an, bestimmt v 
eine beliebige Strecke als Einheit, so wie die positive 
der Ordinaten und Abscisseu; es konuen dann die beiden 
Urossen x und y immer als Abscisse und Ordinate eines 
A in der Ebene betrachtet Averden, und es wird somit jedem 
von z = x -+• y i ein solcher Punkt, und zwar nur einer 


und imaginaren Theil beziiglieh immer Ordinate und Abscisse ver- 
stamlen sind. Alle Punkte auf der Abscissenaxe haben dann reelle, 
alle auf der Ordinatenaxe rein imaginare Werthe. Den Ausdruck 
z = xHhyi kann man nocb auf eine andere Art geometrisch be- 
stimmeu als durcli Ordinate und Abscisse. Setzt man namlich: 

x = r cos 50 , z = r sin <p, 
d. li. fiihrt man Polareoordinaten ein, so ist: 

z = ref 1 . 

Dor Modnl von z stellt also die Entfernung des entsprecbenden 
Punktcs A vom Anfangspunkte der Coordinaten, der Winkel <p die 
Luge dieser Entfernung zur Abscissenaxe dar. Es ist ferner klar, 
dass man von einem Werth von z: a, zu einem andern b auf un- 
endlich viel Weisen in continuirlicher Art iibergehen kann ? dass 
aber nur ein Weg eine grade Linie bildet. Sind a und b reell, so 
ist diese grade Liuie die Abscissenaxe, und dieser Weg ist der ein- 
zige, auf welchem ivahrend des ganzen Uebergauges von a zu b 
die Grosse z reell bleibt. 


II. Ueber Fnnktionen von einer complexen Variablen. 

Sei: 

z — x-f-yi 

und 

u = f (z) = p -f- qi. 

Damit die Puiiktiou von z u vollstiindig definirt sei, muss zu jedem 
complexen Werthe von z, d. h. also zu jedem Punkte der unend- 
lichen Ebene, ein bestimmter, nach irgend einem Gesetze sich er- 
gebender complexer Werth von u gehoren. Sollte dies Gesetz also 
derart sein, dass fur jedes z sicli zvvei oder mehrere Werthe von u 
daraus ergeben, so muss in jedem Falle derjenige der Werthe, der 
zu nehmen ist, niilier bestimmt werden. Wir unterscheiden demnach 
eindeutige und mehrdeutige Funktionen; Y z ist z. B. eine inehr- 
deutige Funktion, da zu jedem z n Werthe der Wurzelgrosse ge¬ 
horen, wahrend az+b eine eindeutige Funktion ist. u = f (z) wird 
sich im Allgemcinen mit z zugleich continuirlich andern, nur in ein- 
zelnen Punkten kann hiervon eine Ausnahme stattfinden, insofern u 



nv als Discontinuities-Punkte der Funktion u bezeichnen. 
und Weise, wo sich u mit z andert, wird durch die Ab- 

; angegeben. In Bezug auf dieselbe ist hier jedoch erne 
Bemerkung zu machen. Bekanntlich ist: 

— — i irn — f Q) 

dz a 


lwindendes a. Denken wir uns zuniiehst diese verschwin- 
"sse a reell, so ist, wie die Anfangsgriinde der Differenzial- 
crgeben, die bezeichnete Grenze eine im Allgemeinen von 
g-ige neue Funktion von z, und nur fur einzelne Punkte 
es kann diese Grosse von a abbangig und somit diseon- 
werden. Gleiches findet statt, wenn man statt des reellen 
'n imaginare verschwindende Grosse ft i setzt. Indess folgt 
dem Begriffe der Funktion, dass die Ausdriicke: 
f(z + «) — f (z) f (z-f-/3Q —f(z) 
a ’ ft\ 


derselben Grenze nahern. Setzen wir demgemass: 


/du 
1 dz 


lim 


f (z+^i) —f(z) 


du f (z-f-a-f-^i) — f (z) 

oz a-\~fti 

’uwachs also complex ist, es ist dann offenbar auck: 
du _ f (z-+-a-+-/2i) — f (z-f-o) •+■ f (z-+-o) — f (z) 
dz ~ lim 'i^hftl 

a-hft i 

en des versehwindend kleinen a: 

du ftifdu\ 
du _ dz + a \dz / 

a 


e Frage, ob nnd wann Discontinuitaten von u 18ngs ganzer 
ttfinden, soli hier unerwogen bleiben. 


mithiu ware die Ableituug von dem Quotienteu ^ des reelleu und 

imaginaren Theiles des Zuwackses, also von einer irn Allgemeinen 
endlichen Grosse abhiingig. Diese Abhangigkeit wird nur dann 
vermieden, wenn die Bescbaffenheit der Funktion u es bedingt, dass 
du _ /du\ 
dz \^ z / 

ist; es wird dauu uiimlich sich unmittelbar evgeben: 

du _ du 

dz dz ’ 


dann ist also der Difterenzialquotient gauz unabhangig von der Be- 
schaffenheit des Zuwaekses «-f-/3i, derselbe moge reell, rein ima- 
ginar Oder complex seiu. Funktionen, welcbc diese Eigenschaft fur 
jcdcu Worth von z haben, ncunt Cauchy monogeu. 

In den Elementen der Analysis wird dargetkan, dass alle alge- 
braischen Funktionen, so wie- die Expouentialgrossen, Logarithmen 
und trigonometrischen Funktionen in der That monogen sind, und 
es zeigt sich leicht, dass alle Combinationen solcher Grosson, so 
wie die mittelst der Integralrechnung aus ihnen entstehenden Funk¬ 
tionen diese Eigenschaft beibehalten. Da wir es hier nun aus- 
schliesslich mit solchen Funktionen zu thun haben, so nehmen wir 
fur die in dem Folgenden zu betrachtenden Grossen ohne Weiteres 
an, dass dieselben monogen sind, also die Bedingungsgleichung 

/duN du 

\dz ) dz e 


7 erfiilleu. 


III. Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. 

1st die Funktion u = f (z) eindeutig, und lasst man z von 
irgend einem Punkte a der Ebene zu einem andem b fortschreiten, 
so wird, welchen Weg man aucli verfolge, die Funktion von dem 
Werthe f (a) zu dem Werthe f (b) iibergehen, und ist dieser letz- 
tere immer derselbe, also von dem Wege ganz unabhangig, da ja 
wegen der Eindeutigkeit von u in Punkt b die Funktion nur den 
einen Werth f (b) annehmen kann. 

Sei nun aber die Funktion u mehrdeutig; nehmen wir z. B. an, 
sie konnte fur eineu beliebigen Punkt z die Werthe f^ (z) und f a (z) 
annehmen; es ist dann moglich, dass, wenn man auf zwei verschie- 
denen Wegen von a zu b ubergeht, indem man mit demselben 
Werth von u fur a, also z. B. mit f t (a) beginnt, man schliesslich 



einen Wege den Werth f, (b), auf dem andern abev f., (b) 
Jm dies an einem Beispiel klar zu machen, wollen wir die 
u = ]/z betrachten, welche fiirjeden Punkt zwei einander 
. gleiche, aber entgegengesetzte Wertbe hat. 
men wir mit einem Punkte der Abscissenaxe, der den 
ferth a hat, mit dem positiven Werthe von |/a und gehen 
Wegen zu Punkt b = — a fiber. Diese beiden Wege 
s vom Aufangspunkte der Co- Fig. I. 


mit Halbmesser a gezogenen 
e acb und adb sein. Ffihren 
coordinaten ein, so ist r = a, 
^e® 1 , der Winkel (p des Ra¬ 
der Abscissenaxe ist fur Halb- 
) positiv, fiir adb negativ zu 
fur b wird also im ersten 
-■+■ 7i, im letztern <p = — 71 , 



crhalt auf dem ersten Wege 
— a: 


u = ]/ae~i = i ]/a, 

letztern: 

u = ]/ ae—- Ti = —i]/a , 

nan in der That auf beiden Wegen die beiden einander 
jesetzteu Werthe von u erhalten hat. Wir gehen jetzt auf 
iinde ein, unter welchen solch ein Wechsel der Werthe 
kaun. Es sind hierbei diejenigen Punkte derselben in’s 
fassen, ffir welche zwei oder mehi-ere Werthe von n, also 
f 2 (z) einander gleich werden; dergleichen Punkte nenuen 
sche Punkte.“ 

u = ]/z z. B. ist der Anfangspunkt der Coordinaten ein 
Punkt, da ffir denselben z = 0, ~h VO = ■— ]/0 ist; ffir 
Hz ist z = — /3 ein solcher. Untersuchen wir jetzt die 
u = f(z), welche mehrdeutig ist, also z. B. die Werthe 
f 2 (z) annehmen kanu, ffir zwei Wege acb und adb, die 
e Endpunkte a und b haben (Fig. II.); nehmen wir zu- 
1 , diese Wege wichen nur unendlich wenig von einander 
em ganzen Umfange acbd und innerhalb desselben sei 
inuirlich und es fande sich daselbst kein kritischer Punkt, 
Iso ffir jeden Punkt auf diesem Umfange und innerhalb 
die beiden Werthe f, (z) und f 2 (z) um eine endliche 
in einander verschieden sind. Fangt man in a mit u = f x (a) 



an una verroigt aen vveg acD, so 
wird sich u continuirlich andern und 
in jedem Punkte des Weges, z. B. 
c oder b, mit einem der beiden 
Werthe von f (z) anlangen, den wir 
als f, (c), f A (b) bezeichnen wollen. 
Verfoigt man nun mit demselben 
Anfaugswerthe Weg adb, so wird, 
da die Funktion hier continuirlich 
ist, in keinem Punkte dieselbe einen 
Werth annehmen konnen, der von 
dem eines benachbarten Punktes 
des Weges acb um eine endliche 
Grosse verschieden ist. Ist also d unendlich nahe dem Punkte c, 
so wird u hier den Werth f, (d), nicht f 2 (d) annehmen, da der 
letztere Werth um eine endliche Grosse von f, (d), also auch von 
f t (c) abweicht; dasselbe gilt von jedem Punkte der Linie adb, es 
wird also auf diesem Wege die Funktion denselben Werth erhalten, 
als auf dem ersten. Man sieht nun, dass man den Baum von acb 
bis aeb in unendlich kleine Kaume theilen kann, deren Grenzlinien 
ac,b u. s. w. alle dureh a und b gehen. Auf alien diesen Wegen, 
schliesslich also auf Weg aeb wird f (b) denselben Werth erhalten, 
wenn man von a mit emem bestimmten Werthe ausgeht, falls sich 
in und auf dem Umfange adbe kein kritiseber oder Discontinuitats- 
punkt befindet; Aehnliches gilt fiir die Streeke afb, welche auf 
eben die Weise durch continuirliche Uebergange ad ( b u. s. w. aus 
adb entsteht. Damit also auf zwei beliebigen Wegen aeb und afb 
in b die Funktion denselben Werth erhalt, vorausgesetzt, dass man 
in a von demselben Werthe ausgegangen ist, reicht es hin, dass 
innerhalb und auf aebf kein kritiseber oder Discontinuitatspunkt 
liege, wie auch dieser Umfang beschaffen sei. Was die Discon- 
tinuitatspunkte anbetrifft, so kommen hier diejenigen nicht in Be- 
tracht, wo a = f (z) unendlich ist und nicht fiir einen unendlich 
kleinen Zuwachs von z in’s Endliche iiberspringt, wo also die Dis- 
continuitat darin besteht, dass u = f (z) positiv, u = f (z -t- v) 

negativ unendlich ist, wie z. B. tg z fiir z = ^. Denn auf solchen 


Fig. II. 



betrachtet man die Funktion v = v-.-r , welche daselbst Null wird, 
f (z) 

also continuirlich bleibt. ■ Es kann also auch selbst dann auf den 


Wegen aeb und afb die Funktion f, (z) nicht in f 4 (z) ubergehen, 
wenn in oder auf dem Umfange f (z) unendlich werden sollte. 



jov,uxiLiuuu,a,uBjJuuii.ic wuneu wir ais von erster masse be- 
Finden dagegen Discontinuitaten statt, wo f (z) von einem 
Werthe zu einem andern, oder von einem unend lichen zu 
llichen Werthe uberspringt, so konnte ein solcher Wechsel 
3. Wir bezeichnen solche Discontinuitatspunkte als von 
-lasse. Ein Beispiel eines Discontinuitatspunktes zweiter 

1 

ietet z, B. die eindeutige Funktion a(b—a) e —eX-a 
che fiir x = a -f- v den Werth a, fiir x = a — v den 
annimmt, wo v eine positive unendlich kleine Grosse ist. 
n zwischen ad A b und adb sich ein oder mehrere kritische 

efinden, also z. B. in g- f,(g) = f 2 (g) werden, so sieht 

dass in den benachbarten Punkten d und d t die Funktionen 
f 2 (d t ) nur unendlich wenig von einander abweichen, also 
•gang eintreten kann; es ist also moglich, dass auf Weg 
Funktion in b mit Werth (b) anlangt, wahrend sie auf 

> mit f 2 (b) angekommen ist. Ist dies der Fall und be- 

h dann innerhalb und auf aefb keine kritischen Punkte 
sieht man nach dem Vorigen, dass auch auf den Wege'n 
afb die Funktion in b mit versehiedenen Werthen an- 
leiches gilt von den Discontinuitatspunkten zweiter Klasse. 
i kritischen Punkte, welche etwa auf dem Umfange liegen, 
licht weiter in Betracht, da man in diesem Falle einen 
nahen, von solchen Punkten freien Umfang betrachten 
l wir haben daher folgenden Satz: 

t man von a mit dem Anfangswerth u = f t (a) auf zwei 
hb, so konnen nur dann fiir b sich verschiedene Werthe 
irgeben, wenn innerhalb des von beiden Wegen begrenzten 
ich kritische oder Discontinuitatspunkte zweiter Klasse 
elbstverstandlich aber ist durch das Vorhandensein solcher 
a solcher Wechsel nur moglich, nicht geboten.“ 
sehen also, dass in Kaumen, wo dergleichen Punkte sich 
nden, die Funktion u = f(z) in der That eindeutig ist, 
ehrdeutigkeit derselben nur von gewissen einzelnen Punkten 
es wird also im Folgenden von Kaumen, in welchen ge- 
inktionen eindeutig sind, die Rede sein konnen. — 
n wir jetzt voraus, dass die Wege aeb und afb in der 
3 zwei verschiedene Werthe von f(b) ergeben, und be- 
den ganzen Umfang in Richtung be afb, von u = f t (b) 

; man wird dann auf dem Wege b.ea in a mif u = f x (a) 
da der Weg aeb von f, (a) zu f t (b) fiihrte, auf Weg 
gt man dagegen, wie oben gesehen, von f^a) zu f 2 (b); 
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indem man also den Umfang beafb, in dem sich kritische Punkte 
befinden, beschreibt, gelangt die Funktion mit einem andern Werthe 
als dem urspriinglichen zu ihrem Anfangspunkte zuriiek, was un- 
moglich ist, wenn dergleicben Punkte (Oder Discontinuitatspunkte 
punkte zweiter Klasse) iD dem umschriebenen Eaume nicht vor- 
handen sind. 


Aus diesem Umkreisen von Eliumen, welche kritisehe Punkte 
enthalten, kann man die Mekrdeutigkeit der Funktionen entstanden 
denken, Sei z. B. u = ]/l + z. In dieser Funktion ergiebt sick 
fiir z = —1 ein kritischer Punkt, sei A derselbe, also OA =— 1 ; 


Fig. III. 


beschreiben wir um A einen Kreis 
mit Eadius Ac = m, so ist in 
jedem Punkte der Peripherie 
x = — 1 -f- m cos (p, j = m sin p> 
z = — 1 -f- m ef>, wo <p von 0 
bis 2 x fortschreitet, wahrend der 
ganze Kreis cdeac zuriickgelegt 
wird. Also dem Punkte c ent- 
sprechen die Werthe <p = 0 und 
f == 2 it, dieselben in u = ]/I-4-z 
eingesetzt, geben beziiglich u = ]/m und u = )/ine fei = e” 1 ’ ]/m 
= — |/m, fangt man also in c, wahrend man den Kreis zuriick- 
legt, mit dem positiven Wurzelwerth an, so kommt man, nachdem 
der Kreis beschrieben ist, mit dem negativen Wurzelwerth wieder 
nach c zuriiek. Bei einem nochmaligen Umkreisen wird der positive 
Werth wieder hergestellt. Es ist klar, dass z. B. die Funktion 
Y (l+ z ) erst nach nmaligem Umkreisen des kritischen Punktes 
auf ihren Anfangswerth zuriickkommt. 



Betrachten wir feruer die Funktion u = lg (1 -f- z). Da die- 

selbe fiir z = — 1 unendlich wird, so betrachten wir v = ,—^-, 

lg (l-hz)’ 

welche fiir z = — 1 Null wird, und es ist klar, dass der unendlich 
vieldeutige Ausdruck ^(X+zP^slri fiir diesen lauter gleiche 

Werthe, namlich Null annimmt; es ist also z = — 1 ein kritischer 
Punkt Beschreiben wir wie oben den Kreis mit Mittelpunkt A und 
Eadius m, so ist u = lg ( 1 -f-z) = lg (mefi), also fiir c zu Anfang 
und nach Zuriicklegung des Kreises beziiglich u = lg m und 
u = lg (m) + 2 ?ri, nach jedesmaligem Umkreisen des Punktes A 
wird dieser Ausdruck um 2 7ii vermehrt; nimmt man die Kiehtung 
des Umkreisen-s entgegengesetzt, so erhalt 27 ti das Minuszejchen. 



enen ane werrne von Jg(l-f-zJ. — Dies sind die Elemente 
orie der Mehrdeutigkeit monogener Funktiouen. Weiteres 
namentlicb fiber die Art, wie in den verscbiedenen Fallen 
cbiedenen Werthe einer mehrdeutigen Grosse einander er- 
tesonders in Bezug auf die Wnrzeln algebraischer Gleicliungen, 
lie auch im Buche citirte Abbandlung von Puiseux. 


IV. Mehrdeutigkeit der Integrals 

Definition eines bestimmten Integrals ist dnrch die Formel: 

f a f ( z ) dz = lim \l ( z p)] 

, fur den Fall, wo n, welchc Zahl die Anzahl der Elemente 
sutet, unendlich wird. Diese Elemente z p sind den Be- 
in unterworfen, dass jedes aus dem Vorhergekenden auf 
dicbe Weise entstebt, dass a das erste und b das letzte ist; 
ner fiir auf einander folgende Wertbe von z p sich auch f (z p ) 
tinuirlicb andert; diese letztere wichtige Bedingung findet 
statt, weil bei discontinuirlicher Aenderung die bekannten 
des Differenziirens und Integrirens nicht mehr richtig sind. 

, hieraus, dass das Integral JJ* f (z) dz fiber jede Linie sich 
in kann, deren Endpunkte a und b sind; es giebt daber 

viel solcber Integrate und alle diese wfirden verschiedene 
haben, wenn nicht die Monogenitat der Funktion f (z) hier 
nkungen eintreten liesse, von denen sogleich die Bede 
d. 

a und b reell, so kann man das Integral auf der Ab- 
xe nebmen, falls zwischen a und b kein Discontinuitats- 
tattfindet, und dies ist die in den Elementen gewohnliche 
Bestimmung der Integrale. Fig. IV. 

aber ein solcber Disconti- 
unkt z. B. in c statt, so 
r mittelst eines beliebig 
i denkenden Bogens d e f 
n werden, es ist dann 
igral auf den Weg adefb 
bnen, und fiir diesen Bogen 
s Element imagiuar. Dies erklart es, dass Integrale zwischen 
Greuzen selbst dann nocb eontinuirliche Werthe ergeben, 




I—b x 


= -Ig (-1), 


obgleich fiir x — 0 , also zwischen —b und -f-b Discontinuitat 
stattfindet; man muss sicb namlich den Anfangspunkt der Coordi- 
naten durch etwa einen Halbkreis, der denselben zum Mittelpunkt 
hat, umgangen denken, wo daun keine Discontinuitat stattfindet. 
Diese Bemerkung ist als eine nothwendige Erganzung der Elemente 
der Integralrechnung zu betrachten und zum vollstandigen Ver- 
standniss derselben erforderlich. — Ist b = a, so ist das Integral 
auf einer geschlossenen, im Uebrigen aber beliebigen Lime • ge- 
nommen, als z. B. auf einem Kreise oder auf dem Umfange eines 
Rechtecks u. s. w. Uebrigens folgt aus den Elementen, dass ein 
Integral auf einem beliebigen Wege von a nach b genommen, den 
entgegengesetzten Werth hat, als das auf demselben Wege von b 
nach a genommene Integral, falls man nur im letzten Falle mit dem 
Werthe von f (b) beginnt, mit dem man im ersten aufhorte. 

Was nun den Wechsel der Werthe eines bestimmten Integrals' 
anbetrifft, so gilt folgender Hauptsatz fiir alle monogenen Funktionen: 

Erstreckt man ein bestimmtes Integral in den Grenzen a und 
b auf zwei durch a und b gehende Linien, auf denen und zwischen 
denen die Funktion eindeutig ist mid sich kein Discontinuitatspunkt 
befindet, so sind beide bestimmte Integrale gleich. 

Wir beweisen diesen Satz zunachst fiir zwei einander unendlich 
nahe Linien acb und adb, Sei f (z) dz das auf die erste Linie 
bezogene Integral, so kann, da von dem auf adb bezogenen jedes 
Element z und f(z) sich nur unendlich wenig von den entsprechen- 
den Elementen eines Punktes der Linie acb unterscheidet, das 
letztere Integral gleich 

J # b f (z) dz ■+■ 8 f (z) dz 

gesetzt werden, wo das Yariationszeichen 8 den Uebergang der 
Linie acb zur Linie adb darstellt. Nach den Gesetzen der Va- 
riationsrechnung ist aber 

8 J a b f (z) dz = J a b [f (z) a 8 z -h 8fz dz]. 



den Grenzen a und b beide Wege zusammentreffen, ist aber 

5 b = o a = 0 

aher: 

8 J a f (z ) dz = JJ* [o f (z) dz — d f (z) <?z]. 

[z) eine monogene Funktion, folglich 

8 f (z) _ d f (z) 

8 z dz 


elches auch die Beschaffenheit des Zuwaehses sei, so ist dieser 
'uck glcich Null und folglich der Werth von J # b f (z) dz fur 
Werthe gleich. Was hier fiir zwei unendlich .nahe Integra- 
vege bewiesen wurde, gilt fiir beliebige, da von jedem zu 
nachsten und so bis zu einem beliebigen iibergegangen werden 
, und die Variation verschwindet, falls sich innerhalb des 
n durchmessenen Raumes kein Discontinuitatspunkt befindet. 
Dieser Satz ist identisch mit dem folgenden. 

Satz I. „Befindet sich innerhalb eines geschlossenen Umfangs 
>CO (Fig. V.) und auf demselben kein kritischer oder Discon- 
atspunkt, so ist das iiber diesen Umfang erstreckte Integral 
i Null.“ 

in der That sind die Integrale fiir die Wege OAB und OCB 
i; setzt man fiir das letztere das auf Weg BCO bezogene 
ral mit umgekehrtem Vorzeichen, so ist die Summe der auf 
\ und BCO, d. h. auf OAB CO bezogenen Integrale in der 
Null. — Aus unserem 
ergiebt sich aber noch 
olgende allgemeinere. 

Satz II. ,,Betrachten wir 
•von mehreren geschlosse- 
Linien begrenzten Raum, 
den zwischen OAB CO, 

:g, hklmh, npzrn liegen- 
und sei innerhalb dieses 
fach begrenzten Raumes, 
adenfalls eine (die aussere) 
enzung die iibrigen ein- 

: m i t e . Theorie der elliptischen Fnnktionen. 9 



ist das auf die anssere Begrenznng bezogene Integral gleich der 
Nnmme der auf die innern Bcgrenznngen bezogcnen, wenn alle Be ■ 
grenzungen in derselben Richtung zuriickgelegt werden.“ 

Es ist niimlicli das iiber OAB erstreckte Integral gleich dem 
fiber OgdehklnpzB erstreekten, da beide Bcgrenznngen keinen Dis- 
contiiuiitiitspimkf einscliliessen; ebenso ist das iiber BOO erstreckte 
Integra] gleich dem fiber BzrnlmhcfgO erstreekten, also das ganze 
iiber OABCO erstreckte dem iiber OgdehldnpzBzrnlmhefgO 
erstreekten gleich; vom letztern aber lieben sich, da die Funktion 
in dem betraelitcten Raumc eindeutig ist, die entgegengesetzten 
Strechen: Og, gO — eh, he — In, nl — zB, Bz weg, mid es 
bloiben die Integrate fiber gdef, hklm, npzr iibrig. 

Ist eine Funktion innerhalb eines irgend wie begrenzten Raumes 
eindeutig, aber niebt eontinuirlich, so findet. der letztere Satz noch 
immer statt, wenn man die Discontinuitiitspunkte als Mittelpunkte 
uuendlicb kleiner Kreise betrachtet und die Pe.ripherien der letzteren 
in die inncren Begrenzungen mit. aufuimmt., denn in den iibrigcn 
Riiumen ist dann die Funktion eontimiirlicb. — 1 st der Raum, in 
welchem die Funktion eindeutig und eontimiirlicb ist, der von zwei 
gescblossenen Uinfangen begrenzte Ring, so ist das Integral auf 
die eine Grenzcurve ausgedehnt, dem auf die andere ausgedebnten 
gleich. * 


V. Enlwickelung der Funktionen in Reihen. 

Der Satz II. giebt unter Anderem das zur Entwickelung der 
Funktionen in Reihen nach positiven und negativen Potenzen der 
Yariablen, so wie nach Vielfachen der Sinus und Cosinus Nothige. 

p. ^ Denken wir uns zunaebst zwei 

um den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten bezuglich mit den Radien 
R und r gezogene Kreise, wo 
R r ist, und nebmen wir an, 
dass auf dereu Peripberien inner- 
halb des durch beide gebildeten 
Ringes die Funktion f (z) eindeutig 
und eontimiirlicb sei; ist dann 
z = a ein im Ringe befindlicher 
Punkt, so wird auch die Funktion 
f (z) 



z—a 


innerhalb dieses Ringes, 


U1U, AUHimurau ucs jrunKies z — «, rur weicnen sie Iinendlieh 
ist, eindeutig und continuirlich sein. Umgiebt. man also a mit 
unendlicli kleinen Kreise, dessen Radius p ist, so wird das 

m Kreis mit Radius R bezogene Integral von gleicli deni 

beiden Kreise mit Radien r und p bezogenfin Intograb* des- 
Ausdrucks sein. Es ist nun fiir den ersten Kreis z = Rev'*, 
n zweiten z = rev*, fiir den dritten z = a -+• per* zu setzen. 

' j >2 ' T ^(^' e?i )Kev i d^ __ . |» 2 ~f(rev*) rev* A(p 

Jo Rev*— a 1 Jo rev*— a 

-+- i J f(«-f-/>ev*)d^. 

liftigen wir uns zunaclist mit dem lefzten Integral. Es ist: 
f (« -f- p ev*) = f (a) -h P {<p ), 


F {(p) = f (a -f- p ev*) - f (aj 


ioll. Mitliin unser Integral: 

f (a-i-per^&cf = 2?rf(a)-f-J F(^)d^. 

der grosste Wertb, den F ($0) annehmen kann, so ist: 

F ( y ) d f 2 n L, 

a wegen der vorausgesetzten Continuitat von f (z) in dem be- 
leten Fliichenraume F (50), also auch L unendlich klein ist, so 
lan : 

/>2?r 

I f (a-f-^ev*) dp> = 27r f (a). 
dO 

:rn ersten Integrate ist. der Modul von a immer kleiner als R 
]aber: 


f (Re^Rev 1 
Rev* — a 




ie unter dem Summenzeichen enthaltene Reihe jedenfalls cou¬ 
rt. Im zweiten Integral ist der Modul von a grosser als r 
deslialb: 


9 * 


wo die unendliche Reihe ebenfalls convergirt. Bemerken wir jedocb, 
dass nur dann. -wenn a innerhalb des betraebteten Ringes liegt, bei 
beiden Reihen Convergenz stattfmden kann; fur jedeu Puiikt a 
innerhalb des kleineren Kreises wird namlich die erste, fur jedeu 
ausserhalb des grosseren die letzte Reihe divergiren. Die so ge- 
fundenen Werthe in unsere Formel eingesetzt, geben: 


2 - 

n=0 

Oder: 


[» 2 -f(R e? 1 ) 
I 0 R n e 11 ^' 


n = oo 

2h; r 11 e 11 !-"* f (re?>) d cp -f- 2 n f (a) 
n = l 


f w = ^[2 ‘ 


r 


f (R es-" 1 ) djo 
R" e n v'i 


- a ~ n J r “ en^i f (r e^ 1 ) 


d. h. f (a) ist immer in convergenter.Reihe nach positiven und nega- 
tiven Potenzen von a entwickelbar, so lange der Modul von a 
zwischen dem grossten und kleinsten Werthe derjenigen Moduln 
liegt, fur welche die Punktion f (z) immer eindeutig und eontinuir- 
lich ist. Bleibt f (z) von Modul Null an bis zu einem gewissen R 
eindeutig und eontinuirlich, so ist r = 0 zu setzen; 


d. b. jede Funktion f (a), die fiir a = 0 eindeutig und eontinuirlich 
ist, kann immer nach ganzen positiven Potenzen von a entwickelt 
werden, so lange der Modul von a kleiner als deijenige ist, fur 
welchen f (z) aufhort eindeutig und eontinuirlich zu sein. Findet 
aber die • angegebene Bedingung nicht statt, so muss nothwendig 
die Reihe divergiren. 

Aus den Elementen der Theorie der Reihen folgt, dass nur 
eine Entwickelung von f («) nach ganzen positiven Potenzen von a 
moglieh ist, es muss daher die entsprechende hier gegebene Ent¬ 
wickelung mit der Maklaurin’schen iibereinstimmen, d. h es ist: 



jedoch inrierbalb des Kreises liegeu muss, fur welchen f (z) 
itig und continuirlicli ist. Uebrigens ist klar, dass die beiden 
ale, welche in der Entwiekelung 1) vorkommen: 


f >2?r f (R e?>) d (p 
l 0 R" 


,2rr 

i-n e n f* f (r ei-*') d <p , 


c aucli, wenn man wieder ref' imd Ref' gleich z setzt, ge- 
ben werden konnen: 


I fife) 

i J z "-*- 1 


‘•'tJ 


z u-l f ( 2 ) d z } 


de geschlossene Curve gleichen Werlh geben, die ganz inuer- 
des bezeichnetcn Ringes, oder im Falle 2 ) innerhalb des Kreises 
iten ist, nur mit Ausnalune des Falles, wo z = 0 ist; denn 
•f (z) - 


(sen Raumen sind 


z n+l 


z n — 1 f (z) eindeutig und continnirlick. 


innen also in 1 ) r und R durch jeden zwisclien beiden liegen- 
eellen Werth, und in 2 ) R durch jeden positiven Werth, der 
Sr als R ist, jedoch niclit durch Null ersetzt werden. 

)ie Reiho 1 ) cnt 5 ba.lt auch clas zur Entwiekelung nach Sinus 
Josinus der Vielfachen der Variablen N.othige, so weit es sich 
omplexe Funktionen bezieht. Sei uamlich: 


2 rzicc 


/ 3 = e “ , 


i» = f (S lg ' 5 ) = 


von « = 0 an bis zu einem gewissen Modul eindeutig und 
luirlich, so braucht deshalb im Allgemeiucn niclit 0 (/ 3 ) in dem 
chneten Umfange diese Eigensehaften zu theilen. . Denn ist 
ein Werth von lg / 3 , so ist der allgemeine Werth dieser Grosse 
H- 2 S7ii, also : 


eine beliebige ganze Zahl ist. Damit dieser Ausdruck ein- 
g sci, muss fur jeden Werth von a, f (a -+- a>) = f (a) sein, 
f (a) die Periode a> haben. Setzen wir" dies voraus, so ist 


) = f 


[sa 1 <*>] 


in der That eindeutig und continuirlich, so 


— —nsinif- — ^licosip 

t 3 = e w e w 

2rr 

-psm rp 

Der ModiU von /? ist also e w , ein Ausdruck, der, wenn 

__ 2 tiq | 2rr g 

man ^ veriinderlioh denkt, jeden Wertb von e 10 bi e w an- 
nehmen kann. Den reelleu Werthen von a entspricht immer 
sin <p — 0, also der Modul 1 von t 3 , da nun R der grosste Modul 
von a war, fur welcben f («) die verlaugten Eigensckaften haben 
muss, so bleibt 0 (/3) eiudeutig und continuirlicb, so lange sich j3 

_2xR 

in eiuem Riuge befindet, der durcb die Kreise mit Radien e w uud 
; -JnR 

e 01 begronzt ist und man bat innerbalb dieses Ringes nacb 1): 

-s(i> 

0 1 

2nR 2:rR 

wo r irgend ein zwischen c und e 01 liegender Wertb ist, 
ein solcber ist z. B. r = 1; nimmt man diesen Wertb, so wird, da 



oder wenn man == A setzt und statt der Exponentialgrossen 
trigonometriscbe einfiibrt: 


f (cc) = ^r f w dX [ 1+2 S eos (a “ 

n= l 

st die Fourrier’sche Beibe in ibrer gewobnlichen Form, sie 
r alle Funktionen f (a), welebe die Periode w baben, so 
dicselbeu eindeutig und continuirlieb sind. 1 st, a reel!, so 
man, dass die Giiltigkeit der Eeibe selhst dureb Discontinui- 
aicht ausgescblossen wird, Jedoeh beriibrt dieser Fall uusere 
htuugen nicht. 

VI. Grimdzuge der Residuenrechnung. 

i vorigen Abscbnitt wurden wir auf lutcgrale. gefiihrt, die 
ber Kreisc mit uneudlicb kleiuem Radius erstreckten, dercn 
mnkt ein Discontinuitatspunkt war. Wir wollen jetzt solehe 
lie berecbneu, unter der Voraussetzung, dass in der Um- 
; des Discontinuitatspunktcs f (z) eindeutig sei. Fiir den be- 
iten Punkt sei z= a; es lassen sicb dann von demselben aus 
ureise ziehen, von denen der Eadius des einen beliebig klein, 
dere so klein ist, dass er keinen zweiten Diseontinuitatspunkt 
iesst, und innerhalb des so entstandenen Einges wird sich die 
on f (a -f- u), die in diesem Eanme eindeutig und eontinuir- 
;, nach Forinel 1 ) des vorigen Abschnittes entwickeln lassen, 
also: 

f (a -+- u) = A n u D -+• B n u—■ 
n= 1 n = 1 

3 handelt sicb nun um das Integral j f (a -4- v) dv, auf einen 
it unendlich kleiuem Eadius ausgedehut. Wir konnen uns 
diesen Kreis immer als innerbalb des bezeicbneten Einges 
I deuken, da der kleinere Eadius desselben ja beliebig klein 
inn; setzt ma n somit v = joe? 1 , so ist das betrachtete In- 

n — co 

>2 ” p f (a+/?eyi) &<p = i A„ p a+1 e(“ +I )vj d (p 
° n = 0 

n = oo 

-+- i Bn J 0 2r /> l-n &<P- 

n = 1 


n = 1 entsprieht, dies ist namlich J Q d$£> = 271. Man hat also: 

J f (a -f- v) d v = 2 tt i B x . 

Bj ist der Coefficient von in der Entwickelung von f (a + v) 
nach negativen und positiven ganzen Potenzen von v.' Diesen Ent- 
wickelungscoefficieuten nennt Cauchy das Residuum von f (a -+- v). 
Wir bezeichnen ihn durch das Symbol: 

B t = Res f (a). 

Es ist also das in dem bezeichneten unendlich kleinen Kreise um 
den Diseontinuitatspunkt genommeue Integral gleich dem ent- 
sprechenden Residuum, mit 2 tt i multiplicirt. Nach IV. dieses Au- 
hanges ist also, wenn f (z) innerhalb eines beliebigen Umfanges 
eindeutig, aber nicht continuirlich ist, also die Discontinuitatspunkte 
a,, a 2 . . . a n enthalt: 

p = n 

J f (z) dz = 2 th Res f (a p ), 

P = 1 

wo das Integral sich iiber den ganzen Umfang erstreckt. Dieser 
Satz giebt, um ein Beispiel seiner reichen Anwendbarkeit anzu- 
fiihren, das fruchtbarste bis jetzt bekannte Verfahren zur Berech- 
nung bestimmter Integrale. Nehmen wir namlich an, der bezeichnete 
Umfang sei ein Rechteck, dessen eine Seite ein Stiick 2a der Ab¬ 
scissenaxe bilde, in dessen Mitte sich der Anfangspunkt 0 befinde, 
so ist, wenn man z = x -f- yi setzt, das Integral zu nehmen fur 
jede der vier Seiten. d. h. 1) x von — a bis -+-a, y = 0; 2) x = -f-a, 
y von 0 bis -f-b; 3) x von -|-a bis —a, y = b; 4) x = —a, y von 
b bis 0. Denkt man nun a = b = co und nimmt an, dass f (x+yi) 
fur x = + co und y = H-oo verschwinde, so haben diejenigen drei 
Integrale, welche sich auf die nicht in die Abscissenaxe fallenden 
Seiten des Rechtecks beziehen, Null zum Argument, .und das Inte¬ 
gral ist nur auf der Abscissenaxe, also mit reeller Variable von 
—co bis Hhoo zu nehmen, es ist also: 

f (z) dz = 2 7ri Res f (a p ), 

wo die Summe die alien Discontinuitaten a, deren imaginarer Theil 
positiv ist, entsprechenden Residuen umfasst. Vorausgesetzt ist, dass 
die Punktion auf der Abscissenaxe selbst continuirlich ist. Da die 


en Bedingung, dass namlich f (z) fur jeden reellen oder ima- 
;n unendliehen Werth verschwinde, das bestimmte Integral 
berechnen. 


Sine andere Anwendung ist folg6nde. Bezeichnen wir die Ent- 
lungen von f (a) in Abschnitt V, 1) und 2) mit U und nehmen 
an, dass die Funktion innerhalb eines Kreises oder Ringes 
utig, aber nicht mebr continuirlich. ist, so kommt nach IV. in 
f (z) 

Intwickelung des Integrales von-, welche V, A) gegeben 


noch ein Theil, der von den um die Discontinuitatspunkte 
;enen unendlich kleinen Kreisen herriihrt, hinzu; dieser Theil ist 

p f (a -h h) d h . . , 

} a ^ _ a ■, wo a den entsprechenden Discontmuitatspunkt 

tet,. das Integral auf den entsprechenden unendlich kleinen 
und das Summenzeichen auf alle im Ringe oder- Kreise liegen- 
Discontinuitaten a von f (z) geht. Es. ist aber: 


J 


f (a + h) dh 
a -f- h — a 


, f(a) 


ithin geht die Entwickelung in V, 1) und 2) iiber in : 



J bezeichnet im Fall 1), wo die Eindeutigkeit innerhalb eines 
ss stattfand, eine nach positiven und negativen ganzen Potenzen 
t fortschreitende, im Falle 2), wo sie in einem Kreise statt- 
eine nur nach positiven Potenzen fortschreitende Reihe. Im 
rn Falle enthalt unsere Entwickelung die Zerlegung aller ein- 
jen (algebraischen oder transcendenten) Funktionen in Partial- 

e. Was .den Ausdruck Res anbetrifft, so lasst.sich 

\a ay 

en Punkt a herum f (a -+- u), wie oben gesehen, in eine nach 
ven und negativen Potenzen von u fortschreitende Reihe: 


n=°° n = o o 

An U“ B„ U-a 

n = 0 n=l 

ckeln. • 

Da a ungleich a ist, kann u immer, abgesehen vom Vo'rzeichen,. 
sr als a — a angenommen werden, und es ist: 


138 


f- 

—1__ -i- y 

a —a—u a —a jLmJ 


(i a - a)P ’ 


P—0 

also der iu —— mit - inultiplicirte Theil: 
a — a u 


f(a) 




Fiudet in a eine Discontinuitat erster Klasse statt (siehe III. des 
Aiihangs), so beschrankt sich diese Summe jedoch auf cine endliche 

1 


0 wird dann 

t>+u) 1U 

eine nach ganzen positiven Potenzen von u geordnete Reihe ent- 
wickeln. Sei: 


Anzahl Glieder. Es ist namlich f (a) = oo; : 

continuirliek und es lasst sich fur kinreichend kleiues u 


f(a+u) 


= C p up - 


i up +1 - 


es verschwindet namlich wegen rj—, = 0 jedenfalls das von u freie 
i (a) 

Glied der Entwickelung; es ist indess moglich, dass ausserdem noch 
eine beliebige Anzahl, also, wie bier angenommen wurde, (p — 1 ) 
Glieder verschwinden, natiirlich kann p auch gleich Eins sein. Es 

ist dann lim — - -r = C D fur die Grenze u = 0 , und in die- 

up f (a-f-u) p ’ 

sem Falle nennt man den entsprechenden Punkt a eine Unendlich- 
keit p t8r Ordnung fiir f (z). Die Funktion up f (a -f- u) = <p u ist 
dann um a = 0 herum coutinuirlieh und lasst sich nach ganzen 
positiven Potenzen cntwickeln. Sei: 


^ u = B p ■ 
so ist auch: 


- B p _iu - 


- B, up- 1 - 


f(a-f-u) = hz± 

K } UP UP - 1 


- A, u - 


- A t u - 


also der negative Theil von f (a-+-u) beschrankt sich auf p Glieder, 
und demzufolge ist: 


Res 


f(a) = ^ B fl 

a—a (a—a) n ‘ 



rerfolgen liessen, hier abbrechen.*) 


Der Vollstandigkeit wegen erwahnen wir hier noch die Art, wie 
ie Entwickelungen in V. und VI. in der Nahe eines kritischen 
2 S modificiren. Moge f (x) fur x = A derart mehrdeutig sein, dass 
n Umkreisungen des Punktes A f (x) semen anfanglichen Werth 
• erhalfc. Setzen wir x = A -+■ pep, so ist also: 

f (A -+• a) = f (A + peSnTTi). 1) 

l 

nun: y = (x —A)n und f fx) = <p(y), so ist zunaehst, so lange 
sine eindeutigc Funktion von x ist, ip (y) auch eine solclie von y, 
jedem y nur ein Werth von x = A-+-y“ gehort. Setzt man 
- £ 

x = A -f- q eP, so wird y = n n e n ; da p positiv war, so kann 
l 

> n stets als positiv hetrachtet werden. Gleiehung 1) verwandelt 
9 G") = 9 C n e2,Ti ) ’ 

der Modul von y. Es kommt also cp (y) schon naeh einmaligem 
sisen des Punktes A auf seinen fruheren Werth zuriiek, ist mithin 
ur A eindeutig. Es liisst sieh also rp (y) = f (x) nach ganzen 
£ 

en Potenzen von y oder (x — A)“ entwiekeln innerhalh eines um 
ogenen Kreises, in welchem sich ausser A keine kritischen und 
itinuitatspunkte befinden. Finden Discontinuitatspunkte statt, so ist 
asiduensumme von (p (y) fur diese Punkte liinzuzufiigen; ist der 
he Punkt A zugleich ein Discontinuitatspunkt, so findet sich in der 
lensumme dps entsprechende, auf A beziigliche Glied: 


B. Reduktion der Integrate algebraischer Funktionen, 
welclie eine Quadratwurzel von einer ganzen Funktion 
vierten Grades enthalten, auf elliptische Integrate. 


Diese elementare Betrachtung gehort zwar in die vom Verfasser 
iibergangene Theorie der Transformation, sie ist jcdoch selbst fiir 
die einfachsten Amvenduugen so nothwendig, dass der Uebersetzer 
es fiir gut halt, dieselbe hie! uachzutrageh. 

Sei das Integral: 


C F ^ x ) dx 
J <p (x) Vf(x) 


gegeben, wo F (x) und <p (x) ganze rationale Funktionen von x von 
beliebigem, <p (x) eine solche vom vierten Grade sei, so lassen sich 
durch eine Transformation aus diesem Ausdrucke die mit ungraden 
Potenzen behafteten Glieder entfernen. Es ist zuniichst nanilich 


]/<p (x) immer auf die Form ]/ax 2 + 2 bx+c ]/a t x 2 + 2 b l x+ c L 
. zu bringen, wo die Coefficienten alle reell sind, wenn die Coeffi- 

cienten von <p (x)' reell waren. Setzt man nun x = so wird 


= (jqr y y Fa(p + qy) 2 + 2b(p + qy)(l-f-y)-f-c(l-f-y) 2 

X l/a 1 (p + qy) 2 -|- 2 b 1 (p-t-qy)(l-p.y) + c J (lH-y) 2 -, 


nm hierin die mit y multiplicirten Ausdriicke verschwinden zu 
machen, setzt man: 


und 


apq -f- b (p-f-q) -f- c = 0 


a, p qb t (p + q) H-c, = 0. 

Habe die- Gleichung ax 2 -f- 2 bx-f-c — 0 die Wurzeln a und ft und 
a^-t-^b^x+c^ = 0 die Wurzeln y und 8 , so ist: 




-(a+fl = 2^, -afi = ±, 

-<r+»)- 2 a7’ 

die beiden Bedingungsgleichungen fur das Verschwinden der 
icienten von y werden: 

Pq — ^^(p + q) -haft = 0 , 

p q - + + = 0 , 


p + q 

pq 


2 (afi-r*) 

a-hft — y —o’ . 

a-i-ft(aft — yS) — aft (a-hft —y —8 ) 
a-\-ft—y—.S 


i die Coefficienten von (p (x) reell sind, werden auch' p und q 
Die Bedingung fur letzteres ist namlich die, dass (p — q ) 2 
-iv sein muss, p-f-q und p q sind nun reell, die Grossen a und 
id entweder reell oder von der Form X-h[ii und X —/ii, also 
falls a-4-/9 und a/3 reell; Gleich.es gilt von y und 8 . Es er- 
t sich nun: 

/p_q\2 /p+qV _ (a-y)(a-8)(ft—y){ft-8) 

= \~2~y ~' pq “ (d+fi-r-ty . 

er Ausdruck ist in der That positiv; denn sind z. B. y und 8 
>inare von der Form X-j-jM , X — jm. , so ergiebt sieh fur den 
er: 

[(a —/l) 2 -4-y« 2 ] [(ft— 'O 2 4-/a 2 ]. 

auch a und ft von der Form /l, 4-^i, K — /V> s0 ergiebt 
fiir den Zahler: 

[(X ,-^) 2 + -/*)*]■> 

a ft y 8 reell, so kann man diese Ausdriicke so ordnen, dass 
> ft > y > 8 ist, wo dann sich ebcnfalls der Zahler als 


p und q also immer reell bestimmen und es wird: 

}/j> (x) = Y (cy- + d) J/(ey 2 -f- f). 

Setzt man aucli iu x == ein, so liort dieser Ausdruck 

nicht auf rational zu sein. 

Nun kommt es darauf an, das Integral: 

f F (y) d 7 

9 (y) V(oy a +d) (ey 9 + f) 

auf die Form J U dz zu bringen, wo U eine rationale Funktion von 
sin amz, cos am z oder A amz ist. Wie im Buclie selbst, (Absclmitt. 6.) 
gezeigt, lasst sich dieser Ausdruck namlieh immer auf eine der drei 
Gattungen von elliptisclien Funktionen znriickfiihren, Zuniichst sind 
in unserm Integral die Faktoren c und e durch Division wegzu- 
schaffeu. Verstebt man dann unter a und b beliebige reelle Grossen, 
so uimmt der Wurzelausdruck immer eine der folgenden funf For- 
men an: _ 

V (y 2 + a ’) (y 2 + b a ), 


V(r 


a 2 ) (y 2 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) (y 2 — a 2 ) (y 2 — b 2 ). 

Wir setzen nun, indem wir unter k den Modnl von sin am (z) ver- 
stehen, in jedem dieser 5 Falle: 

_Jj 2 

1) j — b tg am z, k 2 = —-—, 


V— (J' -Ha 2 ) (y 2 ~ b 2 ), 

l/(y 2 — a 2 ) {y- — b 2 ), 


2) y = ; 


a 2 -f-b 2 ’ 
b 2 

3) y = b cos am z, k 2 == 

b 2 

4) y = b sin am z, k 2 = — 

b_ ia _ 


5) y : 


k 2 : 



wn- cue wurzeiausclrucke mit U 


.) U = ab sec 3 am z zl amz, 


dy — 


b |/a'M-b' 2 sin am z 

!) U = -r-J am z, dv = 

2 cos 2 am 7, ’ J 


cos 2 am z 
b sin am z d am z 


!) U = b]/a 2 -+-b 2 sinamz Jam z, dy == - bsinamzdarnz, 

[) U == ab cos am z d am z, dy = b cos am z d am z, 

b]/a 2 —b 2 sin amz b" ; - 

0 U =---J am z, dy = - 

y cos 2 am z J r> 


■ d am z, 


dy . . 


JarrTz ~ dz ist ’ er 2 iebt sich fbr jj in jedem der 5 Falle: 


1) — dz, 
' a 


2) 


J/a 2 +b 2 


3) - 


V a 2 H-b* 


4) -dz, 


5) 


1 


Y a 2 — b 2 


F (y) 

er rationale Theil des Integrals —ist eine rationale Funk- 

9 (y) 

an sin am z, cos am z oder tg am z. Die Reduktion auf eine 
ei Formen elliptisclier Integrale kann also immer auf die im 
gegebene Art bewerkstelligt werden. 


Drnckfehler. 

Seite 11, Zeile l von nnten, statt: ^—; lies: — "%- A ---;■ 

X , mx4-m a X. , nix-4-m 2 

„ 15, „ 11 von oben, statt: Addition, lies: Definition. 

„ 32, „ 12 von unten, statt: cos x, lies: cos 2 x. 

„ 61, „ 2 von nnten, statt: vierten Grade, lies; vier nten Grade. 


Druck 


G. llickethier in Berlin. 




